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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
En la actualidad se torna relevante resolver el problema de optimización estructural de 
torres de transmisión de energía, ya que este tipo de elementos representan entre el 
30% y 40% de la inversión total en las líneas de transmisión eléctrica [1]. Además, la 
reducción en peso mediante el diseño óptimo de la estructura tiene influencia directa 
sobre la fabricación, instalación y puesta a punto de la misma. Por otra parte, la mayoría 
de los modelos utilizados para la optimización de estas estructuras son bidimensionales, 
y no consideran la totalidad de las características dinámicas. 
 
En este trabajo, el método de optimización topológica (MOT) se usa para el diseño 
conceptual de torres de transmisión de energía, el cual es un método de optimización 
estructural que combina métodos de solución numérica, en este caso el método de los 
elementos finitos (MEF), con algoritmos de optimización [2], donde como función objetivo 
se tiene el minimizar el peso de la estructura aumentando su rigidez y se especifican  
frecuencias de resonancias deseadas para la estructura.  Adicionalmente, se presenta un 
análisis de las condiciones de carga a la cual se encuentra sometida la estructura, 
teniendo como referencia para el cálculo la norma ASCE 74-09 “Guidelines for electrical 
transmission line structural loading” [3].  
 
Para realizar la validación de los resultados obtenidos con el MOT, se utiliza una torre de 
transmisión de energía existente, de la cual se obtiene un pre-dominio de diseño, para 
así realizar una comparación directa entre la torre inicial y la obtenida a partir del método 
de optimización topológica; además, se realiza una comparación entre la estructura 
obtenida a partir de una estructura base y la encontrada al donde solo se usan 
condiciones de apoyo y sitios de carga externas, pero con diferente dominio de diseño. 
  
Palabras clave: Método de Optimización Topológica, MOT, Método de los elementos 
finitos, MEF, Torres de transmisión de energía, Cargas dinámicas, Tridimensional. 




Today, the problem of structural optimization of power transmission towers is relevant, 
since such elements represent between 30% and 40 % of total investment in power 
transmission lines [1]; also, the reduction in weight through structural optimal design has 
a direct influence on the manufacture, installation and tuning of it. Moreover, most models 
used for the optimization of power transmission towers are two-dimensional and they do 
not consider all of the dynamical characteristics. 
 
In this work, the topology optimization method (TOM) is used for conceptual design of a 
structure of power transmission towers, which is a method of structural optimization 
combining numerical solution methods; usually, the finite element method (FEM), with 
optimization algorithms [2], where an objective function is minimized the weight of the 
structure while stiffness is maximized, and specifying the frequencies of resonances 
desired for the structure. Additionally, a load condition analysis is presented, which is 
used as boundary conditions based on the standard ASCE 74 -09 “Guidelines for 
electrical transmission line structural loading” [3]. 
 
For validation of the results obtained by the TOM, an existing transmission tower is used, 
where a pre-domain design or ground structure is obtained; in this way, a direct 
comparison between the initial tower and the tower obtained from the topology 
optimization method is developed. Moreover, a comparison between the obtained 
structure from a ground structure and other that only used the support conditions and 
external loads is shown, but with different domain design.   
 
Keywords: Topological Optimization Method, TOM, Finite Element Method, FEM, Power 
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Las torres de transmisión de energía (TTE) son sistemas estructurales que tienen como 
función básica soportar: (i) el cableado conductor de energía, (ii) los protectores contra 
descargas atmosféricas y (iii) la transmisión de voz y datos por medio de fibra óptica. 
Dentro de las consideraciones que se realizan para el diseño de estas es el tomarlo como 
un conjunto de elementos (perfiles estructurales) de sección constante y material elástico 
homogéneo e isotrópico.[4] 
Se puede generar una clasificación de las torres de transmisión de energía según su 
posición dentro de la línea de transmisión de energía como se observa en la Figura 1-1, 
estas pueden ser [4]:  
 
 Torres de suspensión: Soportan el peso de los cables, cadenas de aisladores y 
herrajes, además del viento transversal, siendo las tensiones longitudinales iguales a 
cero, ya que solo soportan fuerzas laterales y de apoyo de los conductores, se pueden 
soportar ángulos en la trayectoria no mayores a 5°.  
 
 Torres de deflexión: Se colocan en los puntos de inflexión de la trayectoria, donde el 
ángulo de desviación sea mayor a 5°, adicionalmente estas torres son diseñadas para 
soportar la carga de tensión del cable.   
 
 Torres de remate: Se utilizan al inicio y al final de la línea de trasmisión, además en 
tangentes mayores a 5.0 km, como rompetramos de acuerdo a la especificación de 
Comisión federal de electricidad.   
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Figura 1-1: Tipos de torres de transmisión de energía según la ubicación en la línea de 
transmisión [4].  
 
 
En la Figura 1-2 se muestran los componentes principales de las torres de transmisión de 
energía, los cuales son (i) hilo de guarda: es aquel que se coloca en la parte más alta de la 
torre sin tensión y sirve para generar un equipotencial de tierra en todo el trazado de la 
línea, además en caso de tormentas eléctricas captar rayos y conducirlos a la tierra. (ii) 
Aisladores, herrajes y cables: el cable es el encargado de hacer el proceso de transmisión 
y es soportado mecánicamente mediante aisladores y herrajes que evitan que se produzca 
contacto con otros conductores y lo mantiene aislado de la tierra.  (iii) Crucetas: son los 
elementos dentro de la torre donde se encuentran soportados los elementos que sostienen 
los cables. (iv) Cuerpo recto: es el cuerpo donde se encuentran ubicadas las diferentes 
crucetas que soportan el cableado. (v) Cuerpo piramidal: es la base de la estructura y se 
encuentra por debajo de los diferentes tipos de crucetas. (vi) cerramientos: son los 
elementos que dan un soporte interno a la estructura y tienen como objetivo mantenerla 






Figura 1-2: Componentes principales de torres de transmisión de energía [4]. 
 
 
La primera consideración de diseño para una torre de transmisión de energía es la 
separación entre cada uno de los conductores, la torre y los elementos que se tienen en el 
entorno, ya que esta será su función principal. Este requerimiento y las condiciones de 
voltaje, entregan las dimensiones básicas de la torre; con estas, el siguiente paso es 
determinar las características estructurales necesarias para mantener las  distancias sin 
sufrir alteraciones, bajo la presencia de las cargas de los conductores, cargas del viento, 
cargas sufridas en los cables y el propio perso de la estructura [5].  
En la actualidad estas consideraciones de diseño están plasmadas sobre diferentes 
normas, como son la ACSE10-15 “Design of latticed Steel transmission structures” [6] y la 
ACSE 74-09 “Guidelines for electrical transmission line structural loading” [3], que son 
normas de referencia en nuestro país; donde la primera establece los requisitos para el 
diseño, fabricación y pruebas de los miembros de las estructuras de transmisión de energía 
eléctrica. En la segunda se proporciona información correspondiente a las cargas 
estructurales de las líneas de transmisión de energía.  
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1.1 Método de Optimización Topológica (MOT) 
Para conseguir el diseño conceptual de una estructura de torres de transmisión de energía 
se usará como técnica de optimización el MOT, el cual es un método de optimización 
estructural que combina métodos de solución numérica, usualmente el método de los 
elementos finitos (MEF), con algoritmos de optimización [2], donde se busca encontrar la 
forma de distribuir material de manera óptima en un dominio de diseño (En este dominio se 
encuentra información como geometría, condiciones de carga y condiciones de frontera), 
donde una función objetivo es maximizada o minimizada buscando mejorar el desempeño 
de la estructura diseñada [2]. Inicialmente no se tiene una estructura preestablecía, lo único 
que se conoce son el estado de cargas, restricciones y regiones disponibles para la 
estructura. [7] Los pasos en los cuales se basa el algoritmo de optimización se muestran a 
continuación [8] y en la Figura 1-3:  
1. Inicio: se define el problema y función objetivo, forma del dominio de diseño, 
propiedades del material, condiciones de frontera, entre otras condiciones.  
2. Inicialización: Discretización del dominio de diseño mediante elementos finitos. 
3. Calcular el comportamiento de la estructura con el método de elementos finitos – 
MEF.  
4. Análisis de sensibilidad: se calcula el cambio de la función objetivo debida al cambio 
en las variables de diseño. 
5. Optimización: se realiza el proceso de optimización con la redistribución de material 
por todo el dominio de diseño, este se calcula por el análisis de sensibilidades. 
6. Se repiten los pasos 3 a 5 hasta que el problema converge. 
7. Grafica de Resultados: Después de que la estructura converge se entregan los 
resultados obtenidos, para pasar a la etapa de pos procesamiento. 
8. Evaluación de la topología resultante por medio del método de elementos finitos. 
Este no es el único algoritmo utilizado en el proceso de optimización topología, en el 







Figura 1-3: Algoritmo del método de optimización Topológica – MOT aplicado a la 
estructura de soporte del suelo de un aeroplano, Adaptado de: [2, 7, 9, 10]. 
 
 
1.2 Optimización Topológica en torres de transmisión de 
energía  
La optimización de torres de transmisión de energía se fundamenta en la búsqueda de la 
distribución óptima de material dentro del dominio de diseño bajo unas condiciones de 
carga establecidas por el diseñador (ver Figura 1-4), manteniendo las condiciones de 
rigidez necesarias para el adecuado funcionamiento de la torre. Los resultados obtenidos 
dependerán de las restricciones que se le impongan a la estructura.  
En la optimización topológica de torres de transmisión de energía se han trabajado 
principalmente dos abordajes: optimización matemática y optimización mediante el uso de 
algoritmos evolutivos. En el primer caso se encuentran técnicas de programación lineal 
secuencial, programación lineal cuadrática entre otras, cuyo objetivo es obtener 
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información del gradiente de la función y así encontrar las mejores condiciones para la 
función objetivo [11-17]. En el segundo caso, el uso de los algoritmos evolutivos implica la 
operación en un conjunto de individuos, el comportamiento de cada individuo dentro de la 
población representa un punto de búsqueda y caracteriza el desempeño del mismo según 
la capacidad de adaptación; de esta forma, la población inicial evoluciona hacia mejores 
regiones en el espacio o dominio de solución [17-24]. Una de las mayores limitantes de 
este método es que a medida que aumenta el número de variables de diseño se aumenta 
el costo computacional. 
1.2.1 El problema de optimización aplicado al diseño de Torres de 
Transmisión de Energía.  
La topología que se optimice dependerá de las condiciones establecidas en la torre de 
transmisión de energía, donde el objetivo del MOT es determinar la topología óptima de la 
estructura que se ajuste dentro de un dominio de diseño; que presente una respuesta 
deseada cuando se someta a cargas dinámicas producidas por cables y viento. También, 
esto involucra condiciones como los esfuerzos en los miembros, la tasa de esbeltez de la 
estructura, el ángulo entre miembros conectados y el ángulo de la base.  
1.2.2 Abordajes de optimización topológica en torres de transmisión de 
energía  
Cuando se habla de optimización topológica de torres de transmisión de energía se tienen 
como función objetivo principal la disminución de masa. En la actualidad se hace referencia 
a dos tipos de abordaje que buscan el cumplimiento de este objetivo: 
 Optimización sin conocer previamente un modelo de estructura. En este caso solo 
se conoce el dominio de diseño, las condiciones de carga y condiciones constantes 
como lo son (i) voltaje de línea, (ii) altura de líneas, (iii) distancia entre ellas, (iv) altura a 
suelo de las líneas, (v) altura máxima de la torre (ver Figura 1-4)  [11, 16, 21, 22]. Estos 
análisis son considerados como diseños base o conceptuales que guiarán al diseñador 
para el desarrollo de las condiciones finales de la estructura. Dentro de este abordaje 
usualmente se interpreta la optimización mediante la utilización de algoritmos evolutivos 
[21], combinando un análisis tridimensional [22]. En la figura 1-4 se puede ver cómo a 
partir de un dominio de diseño bidimensional acotado por las características geométricas 
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de la estructura y las restricciones del sistema, se obtienen resultados que guiarán al 
diseñador sobre las diferentes alternativas que se pueden presentar para la solución del 
problema.   
 
Figura 1-4: Método de optimización topológica (MOT) aplicado a torres de transmisión de 
energía: (a) Dominio de diseño (b) proceso iterativo con 250 elementos (c) Resultados con 
optimización topológica [11]. 
 
 
 Optimización conociendo previamente el modelo de estructura: En este caso se 
conoce la estructura a la cual se le va aplicar el proceso de optimización y se tienen 
caracterizadas todas las condiciones de la misma, como lo son: estados de carga  y 
valores constantes de la línea de transmisión: (i) voltaje de línea, (ii) altura de líneas, (iii) 
distancia entre ellas, (iv) altura a suelo de las líneas, (v) altura máxima de la torre, como 
se observa en la figura 1-5, en el cual se tiene como realizar una comparación directa de 
los resultados obtenidos mediante el MOT. Debido a que ya se tienen estructuras con 
topologías definidas, normalmente, se aplican reglas de optimización donde se 
establecen parámetros para el posicionamiento de los nodos dentro de la estructura. En 
la figura 1-6 se ven reglas determinadas por la longitud de los elementos, que 
establecen el uso o no de componentes, con esto se disminuye la cantidad de miembros 
primarios, secundarios y nodos presentes. Todo lo anterior implica una disminución en 




Figura 1-5: Método de optimización topológica (MOT) aplicado a torres de transmisión de 
energía: (a) Torre Actual (b) opciones de diseño aplicando el MOT [11].  
      
 
Figura 1-6: Reglas de optimización según la longitud de los elementos [13]. 
 
 
1.3 Planteamiento del problema de Investigación  
En la actualidad es  relevante resolver el problema de optimización estructural de torres de 
transmisión de energía, ya que este tipo de elementos representan entre el 30% y 40%  de 
la inversión total en las líneas de transmisión eléctrica [1]. Además, la reducción en peso 
mediante el diseño óptimo de la estructura tiene influencia directa sobre la fabricación, el 
costo de transporte, instalación y puesta a punto de la misma. Por otra parte, la mayoría de 
los modelos utilizados para la optimización de torres de transmisión de energía son 
bidimensionales, y estos no consideran la totalidad de las características dinámicas y 
presentan simplificaciones como lo es el llevar a un análisis 2D las caras verticales de la 
estructura y no tener en cuenta su ángulo de inclinación Φ. 
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Figura 1-7: Esquema del problema de optimización topológica en torres de transmisión de 
energía, adaptado de [4, 11]. 
 
 
En la Figura 1-7 se puede ver como los métodos de optimización topológica pueden ser 
utilizados para el dimensionamiento de una estructura, con miembros altamente 
conectados, mediante la definición de cuadriculas, de articulaciones, que incluyen 
condiciones de apoyo y puntos de carga externa [2]; además, se ilustra de manera gráfica 
el problema de optimización topológica, partiendo desde la definición de un dominio de 
diseño, condiciones de carga, para así llegar a obtener diseños óptimos bajo las 
condiciones dadas. 
Por las razones mencionadas, el presente proyecto de investigación busca desarrollar un 
modelo de optimización mediante el cual se obtenga reducción de masa considerando 
análisis tridimensional bajo cargas dinámicas producidas por cables y viento.  
1.4 Justificación  
Las torres de transmisión de energía son elementos primarios dentro de la cadena 
productiva del sector eléctrico, en la actualidad existen aproximadamente 24,981.73 Km de 
líneas de transmisión en Colombia, siendo las líneas de trasmisión de 230 KV las de mayor 
participación con 9,598.10 km [25], Adicionalmente, la estructura de las torres de 
transmisión representa un porcentaje entre el 30% y 40% del total de la inversión en las 
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líneas de transmisión [1], lo que convierte estas estructuras en partes de gran importancia 
dentro del sistema de transmisión de energía en un. Como se puede ver en la Tabla 1-1, 
aplicar un proceso de optimización en el diseño de torres de transmisión puede traer 
reducciones significativas en la inversión total del proyecto; en este caso, se realiza una 
comparación del ahorro generado en diferentes líneas de transmisión existentes aplicando 
optimización de la sección transversal de la estructura (Reducción del 6%) y optimización 
topológica (Reducción del 10%). Esto implica que en un proyecto de gran magnitud como 
HidroAysén- Chile donde se tiene una línea de transmisión de 1912 km, con un costo de 
114 millones de dólares, se puede tener un ahorro de 22,8 millones de dólares. Cabe 
aclarar que solo se está evaluando el ahorro que se podría presentar con la disminución de 
material, este valor se incrementaría al incluir condiciones logísticas como lo son transporte 
de elementos hasta la zona, instalación de la estructura y demás procesos necesarios para 
puesta a punto de la red. 




Costo Línea de 
Transmisión de 
Energía [US $] 
Costo Torres 





Ahorro en el 
total del 






HidroAysén $ 380.000.000,00 $ 114.000.000,00 6,0% -  10,0% 
$ 6.840.000,00   
$ 11,400,000,00 
1912  N. E 
Guate Norte 
Panaluya 
$ 28.198.924,00 $ 8.459.677,20 6,0% -  10,0% 
$ 507.580,63  




$ 24.446.458,00 $ 7.333.937,40 6,0% -  10,0% 






$ 31.208.047,00 $ 9.362.414,10 6,0% -  10,0% 
$ 561.744,85  
$ 936,241,41 
150,2 398 
Rio Claro - 
Frontera 
Panamá 
$ 6.077.574,00 $ 1.823.272,20 6,0% -  10,0% 




Uno de los argumentos que sustenta la presente investigación es el poco trabajo que se ha 
desarrollado en el diseño de torres de transmisión de energía utilizando optimización 
topológica y considerando un análisis tridimensional bajo las cargas dinámicas producidas 
por cables, y viento,  lo cual se comprobó al realizar una revisión sistemática de la 
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literatura, siguiendo la metodología de Kitchenham [27], en la base de datos Scopus y 
ScienceDirect. Para la realización de la búsqueda se utilizaron combinaciones de palabras 
relacionadas con el Método de Optimización Topológica - MOT, torres de transmisión de 
energía y diseño estructural. En la Figura 1-8 se muestran los valores obtenidos durante la 
búsqueda bibliográfica, las cifras que se observan entre paréntesis representan el total de 
artículos por palabra clave y combinación; uno de los elementos diferenciadores con el que 
cuenta el presente trabajo de investigación es el análisis tridimensional, ya que como se 
puede observar en la Figura 1-8, es un tema que no ha sido abordado, debido a las  
simplificaciones  dimensionales, como el análisis en el plano de las caras laterales, sin 
tener en cuenta el ángulo de inclinación Φ que estas presentan  y la generación de  reglas 
de optimización para el posicionamiento de los nodos y ubicación de los elementos 
principales en 2D [12, 13, 19]. 
 
Figura 1-8: Resultados de la revisión sistemática de la literatura (RSL), usando la 
metodología propuesta por Kitchenham.  
 
Una de la razón para seleccionar el MOT es que con este método se han encontrado los 
mejores resultados en el proceso de optimización. Guo y  Li en 2009 encontraron 
reducciones del 8.25% utilizando el método de optimización topología, que es mayor a las 
obtenidas con optimización de la sección transversal 6.00 % y la optimización de forma 
6.55 % [18], de la misma manera lo desarrollan Shea y Smith en 2006 mejorando el diseño 
de una torre de transmisión de energía existente y encontrando resultados en disminución 
de masa del 16.7%, disminuyendo el número de articulaciones y elementos primarios en 16 
y 80 respectivamente [12]. 
La presente investigación impulsa el desarrollo de torres de transmisión de energía 
utilizando el método de optimización topológica, dado que según la revisión sistemática de 
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la literatura realizada es un tema que se encuentra en crecimiento e investigación y, por 
tanto, contribuye con el fortalecimiento y la reducción de la brecha tecnológica que existe 
en el país en esta temática. 
1.5  Objetivos  
1.5.1 Objetivo General  
Realizar el diseño conceptual de una torre de transmisión de energía utilizando el método 
de optimización topológica, considerando análisis tridimensional y las cargas dinámicas a 
las cuales pueden estar sometidas, como son: (i) cargas por el viento y (ii) cargas por 
cables. 
1.5.2 Objetivos Específicos 
 Desarrollar un código de elementos finitos para el análisis de estructuras 
tridimensionales en particular, torres de transmisión de energía, simuladas con 
elementos tipo viga considerando cargas dinámicas. 
 
 Verificar el código de elementos finitos desarrollado utilizando un programa 
computacional comercial o mediante métodos analíticos. 
 
 Desarrollar un código de optimización topológica que permita obtener el diseño 
conceptual de torres de transmisión de energía de estructura metálica tipo pórtico.  
 
 Verificar los resultados que fueron obtenidos mediante optimización topológica utilizando 
modelos numéricos y/o modelos analíticos y/o modelos experimentales.   
 
 Comparar los resultados obtenidos mediante el método de optimización topológica con 
torres de transmisión de energía actualmente construidas.  
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1.7 Estructura de la tesis  
El presente documento se presenta en siete capítulos, en el capítulo uno se realiza una 
contextualización sobre torres de transmisión de energía, definiciones y conceptos básicos, 
además se presentan los objetivos de la tesis, este es complementado con el segundo que 
es donde se presenta la descripción de los conceptos principales de los métodos de 
modelado y simulación aplicados al diseño de torres de transmisión de energía; que 
contribuirá con el desarrollo del primer objetivo específico de la tesis. En el capítulo tres se 
presentan las nociones del método de optimización topológica (MOT) y la descripción del 
problema de optimización implementado. El capítulo cuatro muestra las condiciones de 
trabajo que se llevaron a cabo para para la implementación del MOT en el diseño 
conceptual de torres de transmisión de energía y el desarrollo del trabajo de investigación; 
estos dos últimos capítulos serán base para dar cumplimiento al tercer objetivo específico 
de la tesis; luego, el capítulo cinco contiene los resultados obtenidos, acá se muestra 
como se les logran cumplir los objetivos específicos número cuatro y cinco. En el capítulo 
seis se presentan las conclusiones del trabajo de investigación. El capítulo siete presenta 
todas las referencias bibliográficas utilizadas para el desarrollo del trabajo de investigación, 
adicionalmente después del capítulo siete se presentan los anexos correspondientes al 
desarrollo del trabajo; en el Anexo B, se presenta las validaciones realizadas al código de 
elementos finitos desarrollado, y de esta manera se da cumplimiento al objetivo específico 





2. Modelado y simulación aplicados al 
diseño de torres de transmisión de energía.   
Para el análisis de los diferentes sistemas en ingeniería se desarrollan modelos 
matemáticos que logren describirlos, en este proceso se obtienen una serie de 
expresiones que, usualmente, consisten en ecuaciones diferenciales que gobiernan el 
sistema, normalmente difíciles de resolver. Para la solución de este tipo de problemas se 
desarrollaran varias técnicas de solución numéricas, donde se pueden dar resultados  
aproximados a la solución analítica de esas ecuaciones [28]. En este caso para el diseño 
de torres de transmission de energía se utiliza el método de los elementos finitos (MEF) 
como herramienta para darle solución a este tipo de problemas. Como se ve en la Figura 
2-1, con este se puede desarrollar una representación de los elementos estructurales que 
componen el sistema, y de esta manera obtener soluciones aproximadas del problema. 
Figura 2-1: Diseño de torres de transmisión de energía mediante el Método de los 
elementos finitos. Adaptado de [29]. 
 
Además, las torres de transmisión de energía son componentes estructurales que hacen 
parte de un sistema, el cual es la: “línea de transmission de energía”, dentro de este 
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existe una serie de cargas que afectan todo el sistema y, como consecuencia, trae 
repercusiones sobre las torres, las principales cargas sobre una línea de transmisión se 
generan sobre o en el sistema de cables, a excepción de los vientos de alta intensidad 
tipo tornados, que cargan la estructura como tal.  
Este capítulo tiene como objetivo presentar los conceptos principales de las técnicas de 
modelado y simulación que son utilizados en el diseño de torres de transmisión de 
energía, explicando el método de los elementos finitos. Además, se muestran las cargas 
presentes en el desarrollo del método de los elementos finitos: (i) viento y (ii) cargas por 
cables; en la parte final de este capítulo se mostrará un estado de cargas presentes en 
una torre de transmisión de energía, el desarrollo complete del cálculo de las mismas se 
encuentra en el Anexo C. 
2.1 Método de los elementos Finitos (MEF) 
El método de elemento finito (MEF o FEM por sus siglas en inglés) es un método 
numérico que puede ser usado para la solución de problemas complejos en ingeniería 
[30]. Este método básicamente busca encontrar la solución de un sistema complejo, al 
remplazarlo por una serie de problemas simples [30]; esta serie de problemas simples se 
obtienen de la división de la estructura de diseño o dominio en un conjunto de pequeñas 
estructuras llamadas elementos finitos (mallado del dominio) e interconectadas entre sí 
por puntos llamados nodos. Las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema 
también rigen el comportamiento del elemento finito, de esta manera se pasa de un 
sistema continuo (infinitos grados de libertad) y gobernado por una ecuación diferencial a 
un sistema discreto (número finito de grados de libertad), donde el comportamiento se 
modela por ecuaciones lineales o no [31].  
Los elementos finitos pueden ser de varias formas, dependiendo de la geometría del 
domino; en general, se tiene la utilización de formas simples: puntos para problemas 
unidimensionales, líneas; triángulos, cuadrados para problemas bidimensionales; y 
tetraedros y hexaedros para problemas tridimensionales. Como se ve en la Figura 2-2, la 
discretización de un dominio de diseño con figuras simples no alcanza a representar de 
forma total los detalles de la frontera, que es la primera aproximación del método, este 
problema se mejora al aumentar la cantidad de elementos (refinamiento de malla) [32]. 
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Figura 2-2: División del domino en subdominios [32]. 
  
Para la realización de este trabajo de investigación,  se consideraron estructuras tipo 
pórtico discretizado con EF tipo VIGA de dos nodos por elemento, donde, en el caso 
bidimensional presentan tres grados de libertad por nodo, y en el caso tridimensional seis 
grados de libertad por nodo; todas las características de este elemento son presentadas 
en el Anexo A.  
2.2 Cargas presentes en torres de transmisión de 
energía para el desarrollo del método de los elementos 
finitos.  
En las líneas de transmisión de energía las mayores cargas se generan en el sistema de 
cableado o sobre este, exceptuando los casos en los que se presentan vientos de alta 
intensidad, que en este caso cargarían la estructura [3]. Después de la revisión de la 
literatura, se puede determinar que las principales condiciones de carga dinámica a las 
que se encuentra sometida una torre de transmisión de energía son por cables y viento. 
Las cargas producidas por los sismos sobre las torres de transmisión de energía no son 
tenidas en cuenta debido a su magnitud como lo explica la norma ASCE-74.  Todos estos 
tipos de cargas son determinadas para la incorporación de niveles de fiabilidad. A 
continuación, se hará una descripción de cada caso de carga.  
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2.2.1 Cargas por viento sobre la estructura. 
El análisis de las líneas de trasmisión de energía por el hecho de extenderse por una 
gran cantidad de kilómetros dentro de una región y estar interconectadas todas las 
estructuras por medio del tendido de cableado,  son más propensas de ser afectadas por 
cargas como tornados o condiciones climáticas adversas; por esto, el riesgo de fallo de 
cualquier torre a lo largo de la línea es mucho mayor al que puede presentar una 
estructura aislada [33]. Las principales cargas producidas por el viento sobre la estructura 
son: 
 
 Carga de viento de micro-ráfaga  descendente o  “Downdrust”: esta carga puede ser 
definida como una corriente de aire intensa que desciende por las paredes de la 
estructura e induce el viento de manera fuerte en todas las direcciones al golpear con 
el suelo [33]. Estas cargas son definidas como la mayor causante a nivel mundial de 
los fallos presentados en torres de transmisión de energía, se estima que dentro de un 
80% y 90% [33, 34]; además, son mostradas como factor primordial en el caso de 
análisis de torres de transmisión de energía, ya que los valores de ráfaga 
descendente que se han encontrado exceden los valores de carga normal [34-36]. Se 
busca con el análisis de estas condiciones de carga encontrar el pico y el factor de 
amplificación dinámica, que es la relación existente entre la amplitud de las 
vibraciones de un sistema de un grado de libertad que es sometido a una excitación 
armónica y el desplazamiento estático, para así obtener la deformación dinámica 
máxima.  
 
Existen dos modelos que permiten el estudio de las condiciones de ráfaga 
descendente, los cuales son: El modelo de pared y el modelo de anillo de vórtices, 
estos modelos se ilustran esquemáticamente en la Figura 2-3. El primer tipo de 
modelo (Figura 2-3 a) surge debido a la forma en el cual la micro ráfaga desciende por 
la estructura y la columna de aire forma un anillo de vórtices antes de tocar el suelo, 
en el segundo modelo (Figura 2-3 b) se hace un estudio de la forma radial en la que 
sale la columna de aire cuando toca el suelo. Según las pruebas realizadas a escala 
de laboratorio, que se efectúan induciendo una corriente de aire sobre la estructura, 
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se ha determinado que el modelo de pared es el que mejor describe las condiciones 
reales y es más aproximado a las condiciones de medidas en campo [37, 38] 
 
Figura 2-3: Modelo de pared y modelo de vórtices sobre torres de trasmisión. Adaptado 
de [37]. 
 
La carga sobre la estructura dependerá del momento en el cual se encuentre la micro-
ráfaga descendente; si esta se encuentra cercana al suelo se presenta una carga vertical 
significativa sobre la estructura y su dirección dependerá de las condiciones en las que 
se encuentre el vórtice. Cuando la carga llega al suelo se genera una componente 
horizontal siendo esta la más fácil de medir [37]. 
 
 Análisis del Modelo de Tornados: se dice que los daños presentados por parte de los 
tornados sobre la línea de transmisión son generalmente menores a los daños 
presentados por las ráfagas descendentes. Para el análisis de estos, se toma la 
interacción tornado estructura, como el diámetro mayor de un tornado es menor a 100 m 
y las distancias entre estructuras es mayor, solo se toma el efecto sobre una torre y 
desde este se parte para el análisis de los efectos producidos por el movimiento de los 
cables sobre las demás estructuras [33]. 
En este modelo se trabaja con tres componentes de la velocidad (tangencial, radial y 
vertical). Su variación durante un determinado tiempo y las condiciones de fuerza por 











              Ec.  2-1 
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Donde  
𝐶𝑑  𝑦 𝐶𝑚  Son los coeficientes de arrastre y de inercia respectivamente 
𝜌 Es la densidad del aire 
𝑈 Es el componente de la dirección considerada 
𝐷 Anchura proyectada del obstáculo  
2.2.2 Cargas por cables  
Como se mencionó anteriormente, el objetivo principal de las torres es el soporte de los 
cables de transmisión de energía y estos inducen una serie de cargas sobre la estructura 
que se pueden clasificar en tres tipos, (i) carga por el peso muerto de los cables (ii) 
acción del viento sobre los cables (iii) tensiones mecánicas aplicadas sobres los cables, 
que incluye las condiciones como cambio de dirección de la línea como es en el caso de 
las torres de deflexión. El segundo tipo de carga es el que tienen mayor influencia sobre 
la estructura debido a las excitaciones que se pueden llegar a producir bajo condiciones 
climáticas adversas. Por otro lado, las cargas por peso muerto de los cables se pueden 
considerar constantes durante el análisis de la estructura, estas varían según el 
espaciamiento de las torres y la elevación de los cables. La carga por tensiones 
mecánicas depende de la tensión aplicada sobre el conductor; además, en el proceso de 
instalación de la estructura se generan cargas sobre el tendido y tensado, lo cual genera 
un incremento en las tensiones normales de trabajo [4]. 
Dentro de los estudios que se han desarrollado sobre las cargas producidas por el viento 
sobre las torres de transmisión de energía se encuentra el análisis de la vibración 
inducida por las cargas del viento, en conjunto con las líneas de transmisión eléctrica, 
como se puede ver en la Figura 2-4, donde se muestra uno de los modos de vibración de 
la estructura [39], y teniendo como objetivo el cálculo de la variación en la tensión del 
elemento y los conductores que soportan los cables [40]. También, se encuentran 
estudios sobre la respuesta dinámica de la estructura debida a tornados y la influencia en 
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Figura 2-4:  Modo de vibración de una torre de tipo suspensión [39].  
  
2.3 Torres de transmisión de energía a optimizar  
Como se dijo anteriormente, las torres de transmisión de energía son elementos 
primarios dentro de la cadena productiva del sector eléctrico, y en la actualidad, en el 
sistema interconectado nacional, la mayor participación corresponde a las líneas de 
transmisión de energía de 230 𝐾𝑉, con 9598.10 𝐾𝑚 de longitud, que corresponde al 
38.42% de participación como se ve en la Tabla 2-1.  
Tabla 2-1: Tipos de línea de transmisión de del sistema interconectado colombiano. 
Datos tomados de [25]. 
Tipo de línea de transmisión Longitud (km) % de participación  
TRANSMISIÓN 110 kV 3132,05 12,54% 
TRANSMISIÓN 115 kV 7207,54 28,85% 
TRANSMISIÓN 138 kV 15,49 0,06% 
TRANSMISIÓN 220 kV 2539,05 10,16% 
TRANSMISIÓN 230 kV 9598,10 38,42% 
TRANSMISIÓN 500 kV 2489,50 9,97% 
Longitud total (Km) 24981,73 100,00% 
 
Adicionalmente, como se menciona en el “Plan de expansión de referencia Generación – 
Transmisión 2010-2024”, es necesario llevar al sistema de transmisión nacional –STN, al 
menos a nivel de 230 KV, debido al intenso crecimiento de la demanda de energía 
eléctrica en las principales ciudades del país; y así, poder atender la demanda a largo 
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Dentro del plan de expansión se recomienda la ejecución de cuatro nuevos proyectos 
principales en el STN, los cuales son: nueva subestación Alférez 230 KV; nueva 
subestación Chivor II 230 KV y su respectiva conexión a la actual subestación Chivor; 
nueva subestación Norte 230 KV y el corredor de línea Chivor II – Norte – Bacatá 230 
KV; y la conexión del proyecto de generación Porce IV a nivel 500 KV [42].  
Por estas razones para el desarrollo de este trabajo de investigación se decide aplicar el 
método de optimización topológica sobre una torre de transmisión de energía 
correspondiente a una línea de 230 KV, como se ve en la Figura 2-5 ó Figura 2-6  
Figura 2-5:  Torre de transmisión de energía de doble circuito para tensiones entre 110-
315 Kv y alturas entre 25 -60 metros [43]. 
 
Figura 2-6:  Torre de transmisión de energía de circuito simple para tensiones entre 110-
735 Kv y alturas entre 25 -60 metros [44]. 
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2.4 Cálculo de cargas sobre una torre de transmisión de energía  
Utilizando como referencia la Norma ASCE-74 [3], se realiza el cálculo de las cargas 
presentes sobre una torre de transmisión de energía, que serán utilizadas como datos de 
diseño para la obtención del diseño conceptual mediante el MOT, a continuación se 
presentan los datos de la estructura y en la figura 2-7 y 2-8 se muestran los datos 
geométricos y las generalidades de su ubicación, 
Datos de diseño de la torre 
 Distancia entre torres: 381 𝑚. 
 Distancia entre puntos más bajos: 548.64 𝑚. 
 Distancia ponderada: 457.20 𝑚. 
 Angulo de la línea: 5 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠  
 Longitud del ensamble del aislador: 1.83 𝑚. 
 Peso del aislador del conductor: 907.2 𝑁. 
 Peso del aislador de cable de tierra: 226.8 𝑁 
 Categoría de exposición tipo C. 
 
Los datos del cable conductor y del cable de tierra so: 
 Cable conductor  
Referencia: 954 Kcmil 45/7 ACSR RAIL 
Diámetro: 0.027305 𝑚 
Peso lineal cable: 1599.77 𝑁/𝑚   
Tensión inicial para cálculos a viento extremos: 13073,32 𝑁  
Tensión inicial para cálculos a vientos a 30°: 11036.03 𝑁 
 
 Cable tierra o hilo de guarda  
Referencia: 7#8 Acero revestido de aluminio 
Diámetro: 0.0097 𝑚  
Peso lineal cable: 389.89 𝑁/𝑚   
Tensión inicial para cálculos a viento extremos:38245.80 𝑁  
Tensión inicial para cálculos a vientos a 30°: 33041.39 𝑁 
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Figura 2-7: Datos geométricos de la torre de transmisión de energía. Dimensiones en 
[m]. 
 
Figura 2-8: Ubicación torre de transmisión. Dimensiones en [m].  
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Como se puede observar en la Figura 2-7 la torre de transmisión de energía cuanta, con 
cuatro niveles para el soporte de cables, el primero se encuentra a una altura de 30.5 𝑚, 
donde están suspendidos conductores principales, 2 en este caso; luego, cada 6.9 𝑚, se 
ubican dos niveles adicionales de cables conductores, y un último nivel a 48.3 𝑚, que 
corresponde a la ubicación de los hilos de guarda, 2 cables.  
En el desarrollo de esta investigación se calculan las condiciones de viento extremo a 0° 
y 30°, además de vientos de alta intensidad a 0°, 45° y 90°, que afectan el cable de tierra, 
cable conductor y la estructura; en la Tabla 2-2 se presenta un resumen de las cargas 
resultantes y en el Anexo C se presenta en detalle el cálculo. Se puede observar como 
para el caso de carga de viento extremo las cargas sobre el cable de tierra y el conductor 
son mayores cunado se evalúan a 0°, de igual manera la evaluación a 30° nos sirve para 
determinar cargas longitudinales. Con respecto al caso de carga de viento de alta 
intensidad se encuentra que, para la condición transversal a la estructura, se tienen 
valores mayores al evaluar a 0° y para cargas longitudinales los puntos más altos se 
encuentran a 45°. Para el desarrollo del diseño conceptual se realizará un análisis con 




Tabla 2-2: Resumen de carga sobre torre de transmisión de energía.  
 
 
Caso de carga 
  




Carga transversal sobre la Estructura 
[N] 
Carga longitudinal sobre la 
Estructura [N] 
𝑉 𝑇 𝑉 𝑇 𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5 𝑊6 
Viento 
extremo- 0° 
214136,04 8913.40 878605.01 16842.89 83885.34 141486.61 282428.78 
   
Viento 
extremo- 30° 
214136,04 7583.37 878605.01 14198.68 72646.81 122530.96 244590.43 81166.76 72312.20 150456.44 
Vientos alta  
intensidad - 
0° 
    
220716,09 372274,47 743116,43 




       




    






3. Método de optimización Topológica  
Uno de los aspectos de continua investigación en ingeniería es la búsqueda de nuevas y 
mejores metodologías que ayuden a disminuir los tiempos de diseño, para así encontrar 
las soluciones óptimas y el cumplimiento de las características impuestas por el 
diseñador; como por ejemplo, aumentar la rigidez y disminuir el peso de los elementos de 
un avión, y así poder aumentar su capacidad de carga [10], o encontrar la mejor 
distribución de elementos dentro de una estructura tipo pórtico que respondan de manera 
óptima ante una fuerza de excitación y de esta manera minimizar los desplazamientos 
[45]. Para darle solución a estos problemas existe un método que permite encontrar la 
mejor distribución de material dentro de un dominio de diseño dado, bajo unas 
condiciones especificadas, de manera automática [2, 46], este es el Método de 
Optimización Topológica (MOT). Este capítulo presenta la descripción de los conceptos 
principales del MOT.  
3.1 Tipos de Optimización Estructural   
La optimización estructural puede ser dividida en cuatro categorías [10]: paramétrica, de 
material, forma y topológica. La principal diferencia entre cada una de estas es la 
definición de las variables de diseño [10], a continuación se presenta una breve 
descripción de cada uno de los tipos de optimización.   
3.1.1 Optimización paramétrica 
La optimización paramétrica también se conoce como optimización de tamaño, en esta 
se tiene un layout preestablecido y como objetivo se define encontrar las dimensiones 
óptimas de la estructura, como lo son secciones transversales, espesores de materiales, 
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longitudes y cantidades de elementos, entre otros, de tal manera que se mejore el 
comportamiento del sistema, este tipo de optimización es la forma más simple de 
optimización estructural [10]. En la Figura 3-1 (a) se presenta un ejemplo de este tipo de 
optimización.  
3.1.2 Optimización de Material  
Dentro de las aplicaciones de diseño estructural, un campo de gran importancia es la 
composición del material en el cual van a estar fabricados los elementos, en este caso se 
tiene como objetivo encontrar una composición de material que optimice la estructuras, 
donde las variables de diseño pueden ser, la orientación de las fibras y el espesor de las 
capas individuales de diferentes materiales [10]. Este tipo de abordaje aplica 
principalmente al desarrollo de estructuras de material compuesto o materiales 
funcionalmente gradados. En la Figura 3-1 (b) se presenta un ejemplo de este tipo de 
optimización.  
3.1.3 Optimización de Forma  
En muchas ocasiones, de forma intuitiva, se realizan modificaciones en los diseños de 
las estructuras, buscando obtener mejoras en las aplicaciones usadas, en este tipo de 
optimización, las fronteras del elemento son parametrizadas mediante curvas spline, y las 
variables de diseño como paramentos, modifican y cambian la forma los contornos, de 
acá que se conozca como optimización de forma, ya que es necesario prestablecer una 
forma inicial,  y con la optimización lograr mejorar el comportamiento de la estructura 
frente al diseño inicial [10]. En la Figura 3-1 (c) se presenta un ejemplo de este tipo de 
optimización.  
3.1.4 Optimización Topológica  
En los métodos anteriores de optimización estructural se consideran “topologías fijas”, en 
el caso de la optimización topológica lo que se tiene es una combinación de todos los 
métodos anteriormente mencionados. Haciendo referencia al ejemplo mostrado en la 
Figura 3-1, al utilizar el método de optimización topológica, no solo se busca determinar 
la forma de los agujeros, sino que se puede determinar la cantidad óptima de estos, 
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además del tamaño de los elementos y en caso de considerarlo, se puede determinar las 
distribución de materiales y los espesores de las capas [10]. 
Figura 3-1: Tipos de Optimización estructural (a) Paramétrica, (b) material, (c) Forma y 
(d) topológica. Izquierda problema inicial y derecha solución óptima. Tomado de [10]. 
 
 
3.2 Método de optimización Topológica  
La optimización topológica es el método mediante el cual se busca la mejor distribución 
de material dentro de un dominio de diseño, sometido a diferentes condiciones de carga 
y restricciones que demarcan las variables de diseño [2]. El primer trabajo que sirvió 
como base para darle paso a esta metodología fue presentado por Michell en 1904 [47], 
luego Bendsøe y Kikuchi en 1988 establecieron el Método de Optimización 
Topológica [46], este método incluye un paso donde se evalúa la respuesta del 
sistema y otro donde se realiza la evaluación de las variables de diseño para 
encontrar la mejor respuesta modificando el valor de las variables de diseño.  
La secuencia en la cual se basa el algoritmo de optimización topológica es: primer paso, 
definición del dominio de diseño, este es el espacio que se tiene determinado para la 
ubicación de la geometría del diseño; adicionalmente, en este dominio de diseño se 
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definen las condiciones de cargas, condiciones de frontera, restricciones, soportes y tipos 
de material que influyen sobre la estructura. El segundo paso es analizar la respuesta del 
sistema mediante elementos finitos y determinar el cumplimiento de la función objetivo 
establecida, dependiendo de los resultados obtenidos se realiza el análisis de 
sensibilidades, donde se determinan los cambios en la respuesta de la estructura con 
pequeños cambios en las variables de diseño buscando linealizar el problema. Posterior 
a esto se pasa al módulo de optimización y, de esta manera, se pueden actualizar las 
variables de diseño, encontrando el nuevo valor que optimice la respuesta de la 
estructura tanto como sea posible. Este proceso es cíclico hasta que se presente 
convergencia de la respuesta. En la Figura 3-2 se presenta el diagrama de flujo de 
optimización topológica.  
Figura 3-2: Algoritmo de Optimización Topológica, Adaptado de: [2, 7, 9, 10]. 
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3.3 Optimización topológica de estructuras continúas  
En este tipo de optimización se puede optimizar el número de agujeros presentes en la 
estructura como su forma, todo esto frente a una función objetivo prestablecida; además, 
se supone que la carga se prescribe y que se establece una cantidad de material en un 
dominio de diseño 2D o 3D bajo unas condiciones de contorno dadas [48]. Dentro de 
este tipo de optimización se pueden diferenciar dos enfoques: 
3.3.1 Enfoque microestructural o de material. 
Este enfoque consiste en utilizar una malla de elementos finitos fija para analizar 
numéricamente la geometría del problema de optimización, y el proceso de optimización 
radica en determinar cuáles de los elementos finitos deberían contener o no material. 
Para esto se utiliza un valor de pseudodensidad como variable de diseño, la cual puede 
tomar valores entre 0 (regiones sin material) y 1 (regiones solidas o con material). En 
este se supone que la forma final tendría una cantidad menor de material que la 
necesaria para llenar todo el dominio de diseño [48]. En la figura 3-3 (a) se muestra como 
únicamente los elementos finitos toman valores de cero y uno, y de esta manera 
determinar donde es necesario material.   
3.3.2 Enfoque macroestructural o de geometría 
En este enfoque se tienen materiales solidos isotrópicos a diferencia del caso anterior. La 
topología del cuerpo cambia según el aumento o disminución de material, por lo cual el 
número de elementos finitos es variable, y la malla se modifica según los cambios en el 
contorno [48]; adicionalmente, en este enfoque, el proceso de optimización topológica se 
lleva a cabo en conjunto con la optimización de forma.  
En la Figura 3-3 (b) se puede observar cómo cada uno de los contornos variables 
(agujeros al interior de la estructura y contorno exterior) son sometidos simultáneamente 
a un proceso de optimización de forma. 
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Figura 3-3: Optimización Topológica de estructuras continuas a) optimización 
microestructural o de material, b) aproximación macroestructural o geométrica; adaptado 
de: [48]. 
 
(a)                                           (b) 
En el primer enfoque se determina que el diseño óptimo es un subconjunto del dominio 
de diseño, donde, éste se puede encontrar adicionando o eliminando material; en el 
segundo enfoque se realiza un proceso iterativo de adición de nuevos agujeros, y cambio 
del contorno del domino de diseño, y por consecuencia un cambio de malla; 
adicionalmente, en cada iteración, los agujeros y el contorno son sometidos a un proceso 
de optimización de forma [48].  
3.4 Optimización topológica de estructuras discretas  
En estructuras de naturaleza discreta, como pórticos o armaduras, el problema de 
optimización consiste en determinar el número óptimo, posición y conectividad de 
miembros estructurales [48]. En el proceso de optimización de este tipo de estructuras se 
busca la selección de las condiciones óptimas de [49]: 
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 Topología - distribución espacial de miembros y uniones  
 Geometría – ubicación espacial de las uniones  
 Sección Transversal. 
 
La solución de este tipo de problemas se basa en un universo estructural, que es la unión 
de todos los miembros potenciales dentro del dominio de diseño, como se ve en la Figura 
3-4 (a), o una estructura base, determinada por el diseñador. Durante el proceso de 
optimización los elementos “no-óptimos” son eliminados, y para los elementos restantes 
se determina la distribución espacial, ubicación de uniones de los elementos y sección 
transversal.  
El concepto de optimización de layout se puede ver en la Figura 3-4, en la Figura 3-4 (a) 
se presenta el universo estructural, las topologías óptimas se presentan en las Figura 3-4 
(b), (c) y (d), las Figuras (c) y (d) presentan de manera conceptual una geometría 
“optima” (para un limitado número de miembros). Finalmente, las secciones transversales 
de las Figuras 3-4 (c) y 3-4 (d) son diferentes. En el proceso de optimización se debe 
realizar de forma simultánea, la distribución geométrica, la obtención del número de 
miembros y el  tamaño de la sección transversal,  con el objetivo de obtener resultados 
correctos, ya que una topología seleccionada no puede ser optimiza si se cambia alguno 
de estos parámetros [49]. 
Figura 3-4: Optimización de layout: (a) Universo Estructural, topologías idénticas (b) y 
(d), geometrías idénticas (c) y (d), diferentes tamaños de elemento (c) y (d) [49]. 
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 La teoría de Optimo layout  es basada en cuatro principios básicos [49]: 
1. Universo Estructural: todos los miembros potenciales que se puedan tener dentro 
del dominio de diseño en todas las direcciones. 
2. Criterios de optimalidad de tipo continuo. Son necesarios y en algunas ocasiones 
suficientes, basadas usualmente en las condiciones de Kuhn-Tucker.  
3. Uniones estructurales.  
4. Función de criterio de layout  ∅𝑒. Esta es una derivación del criterio de 
optimalidad, la cual toma la forma de: 
 
∅𝑒 = 1 (𝑝𝑎𝑟𝑎 𝐴𝑒 ≠ 0), ∅𝑒 ≤ 1 (𝑝𝑎𝑟𝑎 𝐴𝑒 = 0)  
 
Donde 𝐴𝑒 es el área de la sección transversal del elemento 𝑒. 
Una característica importante del óptimo layout, es que los resultados que se obtengan 
como estructura óptima se limitaran a una estructura discreta inicialmente definida, 
compuesta de un número finito de barras.   
Para la solución de este tipo de problemas se pueden diferenciar dos tipos de 
formulaciones, la formulación exacta o analítica y la formulación aproximada o discreta. 
[49]. En el primer caso, la estructura base contiene un número infinito de miembros y 
también se denomina universo estructural. En el último caso, la estructura consta de un 
numero finito de elementos [50].  
3.4.1 Formulación exacta – analítica  
En esta formulación, el diseño óptimo teórico es determinado de forma exacta con la 
solución simultanea de sistemas de ecuaciones que expresan las condiciones de 
optimalidad [49]. La solución exacta de optimización de layout consiste en una densa red 
que contiene un infinito número de miembros intersectados con una separación 
infinitesimal. Debido a esta forma de solución, con frecuencia la formulación exacta es 
criticada por ser poco práctica [50]. Esta formulación tiene las siguientes características 
importantes [50]: 
 Los resultados son claros y no se ven afectados por la discretizacion y/o errores de 
convergencia. 
 Las regiones con elementos óptimos indeterminados son identificadas 
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 La influencia de las variables de diseño (nivel máximo de tensión, desplazamientos) 
se pueden determinar de forma explícita. 
 La limitación básica de este tipo de problemas es que no es general, pero se limita a 
problema idealizados.  
 El trabajar con la formulación exacta puede ser poco práctico, debido a topologías 
complejas, por el gran número de miembros o inestabilidad de la estructura “optima”. 
Sin embargo, las soluciones basadas en los diseños exactos son por lo general muy 
económicas. 
Figura 3-5: Formulación Exacta: (a) Dominio optimo exacto, con discretizacion continua, 
mostrando un numero finito de elementos. (b) Resultado de conectar un número finito de 
nodos, dentro de un dominio exacto, con miembros rectos [49]. 
 
(a)                         (b) 
 
Como se ve en la Figura 3-5, soluciones altamente económicas pueden ser obtenidas 
mediante la definición de un número finito de nodos, en una formulación exacta, 
conectada por miembros rectos.   
3.4.2  Formulación Aproximada o discreta.  
La solución aproximada o discreta generalmente se basa en métodos numéricos en un 
dominio de diseño de dimensión finita, el cual está discretizado mediante elementos 
finitos y su procedimiento de solución se da por la realización de un proceso iterativo, a 
diferencia de la formulación exacta, parte de un Universo Estructural donde se tiene una 
cantidad infinita de elementos, en esta se parte de una estructura base, con un número 
determinado de elementos o miembros potenciales dentro de la estructura. Las 
soluciones que se obtienen en la solución continua y la solución discreta pueden llegar a 
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ser similares, dependiendo del número de elementos seleccionados. Una de las posibles 
dificultades con esta formulación es que la selección de un subconjunto de los elementos 
de la solución óptima, que está a criterio del diseñador, puede no ser representativa, por 
consiguiente, puede no ser una estructura estable [49].  
 
En la Tabla 3-1 se presenta un resumen comparativo entre las formulaciones exacta y 
aproximada anteriormente mencionadas. 
 
Tabla 3-1: Comparación entre formulación Analítica-Exacta y Aproximada-Discreta [49]. 
Formulación Analítica-Exacta Aproximada-Discreta 
Método Computacional Analítico Numérico 
Modelo Estructural Continua Discretizado (Elementos Finitos) 
Procedimiento de solución 




Universo Estructural (número 
Infinito de elementos) 
Estructura base (Finito pero un gran 
número de miembros) 
Área Transversal Mínima Cero Pequeña (casi cero) 
3.5 Modelos de Material 
En los métodos basados en el material se opera en un dominio fijo de elementos finitos 
con el objetivo básico de minimizar la función objetivo mediante la identificación de si 
cada elemento debe tener o no material, las variables de diseño son las 
pseudodensidades, que pueden tomar valores entre 0 y 1. Esto implica que el problema 
de optimización topológica se formula como un problema de variables discretas [48]. A 
continuación se presentan los modelos de material más comúnmente utilizados en 
optimización topológica, como lo son: el método basado en homogenización introducido 
por Bendsøe y Kikuchi en 1998 [46], y el método de “ley de potencias” o SIMP (Solid 
Isotropic Material with Penalization) que fue expuesto por Bendsøe un año después [51].  
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3.5.1 Modelos de material basados en homogenización  
El modelo de homogenización se basa en microestructuras formadas a partir de 
materiales homogéneos; este método macroestructural proporciona una regulación del 
problema de optimización vía relajación (extensión) del espacio de diseño y su 
periodicidad implica que las propiedades mecánicas efectivas pueden ser determinadas a 
partir de la homogenización [48].   
 Microestructura con agujero en la celda 
 
Esta variante del método de homogenización consiste en un material isotrópico con 
agujeros rectangulares. Para la optimización topológica, la orientación de 𝜃(𝑥) de las 
celdas microscópicas y su geometría son definidas por 𝑢1(𝑥) y 𝑢2(𝑥) que son las 
variables de diseño, como se ve en la Figura 3-6 (a); cuando  𝑢1(𝑥) = 𝑢2(𝑥) = 0 se 
presenta vacío y cuando 𝑢1(𝑥) = 𝑢2(𝑥) = 1 se presenta material, y material compuesto 
para valores intermedios entre 0 y 1 de 𝑢1(𝑥)  y 𝑢2(𝑥) [48]. 
 
 Microestructural bidimensional por capas  
 
En la Figura 3-6 (b) se presenta el modelo microestructural bidimensional por capas, en 
el cual se considera una microestructura plana de capas, que es obtenida por un proceso 
repetitivo, donde, en cada paso una nueva disposición de capas es añadida a la 
microestructura. El número de veces que este proceso se lleva a cabo, por definición, se 
conoce como el rango de la microestructura [48]. Las variables de diseño son definidas 
igual que en el caso anterior; por lo cual, su orientación está definida por 𝜃(𝑥) y su 
geometría son definidas por 𝑢1(𝑥) y 𝑢2(𝑥), variando entre 0 y 1, donde 𝑢1(𝑥) = 𝑢2(𝑥) = 1 
la celda tiene material y con 𝑢1(𝑥) = 𝑢2(𝑥) = 0 la celda esta vacía. Este tipo de 
microestructuras son de particular importancia para problemas bidimensionales, siendo 
las microestructuras planas con capas ortogonales óptimas para el problema de diseño 
de rigidez con cargas individuales, mientras que la estructura con capas planas no 
ortogonales óptima para el problema de rigidez de múltiples cargas [48].  
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Figura 3-6: Microestructura para el problema 2D de optimización topológica continua (a) 
microestructura con agujero en la celda, (b) microestructura 2D por capas [48]. 
 
(a)                                 (b) 
 
 
 Microestructura tridimensional por capas 
 
Para este caso se considera un conjunto tridimensional de capas como se muestra en la 
Figura 3-7, donde se supone que las capas son mutuamente ortogonales y el material es 
isotrópico, elástico y lineal, donde la fracción de volumen de estos es dada como  𝑚1 y 
𝑚2 (𝑚1 = 1 − 𝑚2), la longitud de las escalas de la Figura 3-6 describen el espesor 
relativo a cada capa que produce la siguiente relación entre la densidad de volumen  𝜌 y 
la longitud de las escalas para un material de rango –  𝑛. 
 𝜌𝑛 = 𝛽𝑛 + (1 − 𝛽𝑛) 𝜌𝑛−1          Ec.  3-1 
Donde, en el caso de un material de rango – 3, tenemos que: 
𝛽1 = 𝑚1𝛼1 ,           𝛽2 =
𝑚1𝛼2
1− 𝑚1𝛼1 
 ,          𝛽3 =
𝑚1𝛼3
1− 𝑚1(1−𝛼3) 
.         Ec.  3-2 
La introducción del parámetro 𝛼𝑖 , (𝑖 = 1,2,3), es referente al espesor espacial de la capa 
𝑖, que significa que este puede ser considerado como un volumen de densidad de capa. 
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Este abordaje es útil para problemas de donde se requiera maximizar la rigidez de 
estructuras elásticas [48]. 
Figura 3-7: Microestructura 3D por capas [48].  
 
3.5.2 Modelo de material SIMP 
El modelo de material SIMP (Solid Isotropic Microestructure with Penalization), o también 
conocido como interpolación de material o ley de potencias o método de las densidades 
o material artificial [52], fue propuesto inicialmente por Bendsøe en 1999 [51], en esté, las 
propiedades del material se mantienen constantes dentro de cada elemento que se 
utilizada para discretizar el dominio de diseño, y las variables de diseño son 
pseudodensidades relativas a los elementos. Cada una de las propiedades del material 
son modeladas como dicha pseudodensidad elevada a alguna potencia y multiplicada por 
la propiedad del material sólido [53], como se muestra en la Ec. 3-3: 
 
𝐶 = 𝜌(𝑥)𝑝𝐶𝑜             Ec.  3-3 
donde 𝐶 es una propiedad del material interpolada, 𝜌(𝑥) es la pseudodensidad, con 𝑥 ∈
 Ω, y se encuentra definida entre el intervalo  0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 < 𝜌(𝑥) < 1, el valor de 𝜌𝑚𝑖𝑛 se usa 
con el fin de evitar errores numéricos al momento del cálculo de la matriz inversa, 𝑝 es un 
factor de penalización y 𝐶𝑜 es la propiedad del material isotrópico de referencia. Se debe 
resaltar que este enfoque tiene una dependencia de la penalización 𝑝 y de la malla de 
elementos finitos con el cual fue construido. 
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Figura 3-8: Propiedad relativa de Material 𝑬/𝑬𝟎 versus pseudodensidad 𝝆(𝒙), para 
diferentes valores de penalización p [54]. 
 
En la Figura 3-8 se muestra como al incrementar el factor de penalización 𝑝, en el 
problema de optimización, se obtienen valores de 𝜌(𝑥) = 0 ó 𝜌(𝑥) = 1 con mayor 
facilidad, y de esta manera se define mejor el problema. Adicionalmente, el enfoque 
SIMP resulta en un problema de optimización con un número menor de grados de 
libertad, en comparación con el método de homogenización. Este problema normalmente 
se evita utilizando el método adjunto y algoritmos de optimización basados en la 
sensibilidad [55]. 
La formulación matemática fundamental para un problema de optimización topológica 
basado en el SIMP, contiene una función objetivo, un conjunto de restricciones (que 
probablemente incluyen un límite superior en el uso del material), y una representación 
discreta del sistema físico. Una formulación general basado en el análisis de elementos 
finitos estático puede ser expresado como se muestra en la Ec. 3-4 [54]. 
      min
𝜌
    𝑓(𝑢) 
𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒:       𝐾(𝜌)𝑢 = 𝐹            Ec.  3-4 
     𝑔𝑖(𝜌, 𝑢) ≤ 0 
                    0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 < 𝜌(𝑥) < 1 
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donde 𝑓 es la función objetivo, 𝜌 es el vector de densidades (variables de diseño), 𝑢 es el 
vector de desplazamientos, 𝐾 es la matriz de rigidez, 𝐹 es el vector de fuerzas, y 𝑔𝑖 son 
las restricciones. Con esta formulación generalizada, se pueden formular un número de 
problemas considerando una variación en la función objetivo y las restricciones [54].  
3.6 Métodos “Hard Kill” 
Los métodos llamados “Hard Kill” introducen cambios finitos en el dominio de diseño 
basados en criterios heurísticos. El método más conocido dentro de los “Hard Kill” [54] es 
el  de la optimización estructural evolutiva o “ESO” por sus siglas en inglés “Evolutionary 
Structural Optimization” , donde el concepto de evolutivo se le atribuye ya que se refiere 
a procesos Darwinianos, y buscan el cálculo de una solución que se aproxime a mínimos 
o máximos globales [52]; adicionalmente, al ESO, se tiene otros métodos como lo son el 
Bidireccional ESO  y el método multicriterio.  
3.6.1 Método ESO   
La idea original del método ESO fue desarrollada por Xie y Steven e 1993 y 1997, donde 
solo se permitía la eliminación de material y se basaban en el concepto de que un 
componente estructural eficiente es aquel donde todos los esfuerzos son casi uniformes 
para un nivel seguro. Este principio conduce a una función con criterios naturales, donde 




𝑣𝑚 < 𝑅𝑅𝑖             Ec.  3-5 
donde 𝜎𝑒
𝑣𝑚 es del esfuerzo de Von Mises en el elemento,  𝜎𝑚𝑎𝑥
𝑣𝑚  es el esfuerzo de Von 
Mises en la estructura y 𝑅𝑅𝑖 es la relación de rechazo de la interacción actual. 
La formulación básica para el problema de optimización para el método ESO, es dada 
por la Ec. 3-6 [54]: 
      min
𝜌
    𝑓(𝑢) 
𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒:       𝐾(𝜌)𝑢 = 𝐹            Ec.  3-6 
     𝑔𝑖(𝜌, 𝑢) ≤ 0 
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                𝜌(𝑥) = [0,1] 
Las variables son definidas igual a como se hizo en la Ec. 3-4, con la excepción de 𝜌(𝑥), 
que es el vector de pseudodensidades de las variables de diseño. Se observa que la 
principal diferencia entre el método ESO y el método SIMP es que las variables de 
diseño son ahora tomadas como existencia (𝜌(𝑥) = 1) o ausencia (𝜌(𝑥) = 0) de los 
elementos finitos [54].  
3.6.2 Bidireccional ESO (BESO) 
Esta es una variación del método ESO que permite que los elementos finitos pueden ser 
añadidos y removidos [54], los elementos finitos son añadidos en ubicaciones continuas 
a elementos con un alto valor en su función de criterio de selección [52], esta función 
utiliza números de sensibilidad. Es importante aclarar que los números de sensibilidad 
para los elementos de vacío, que no existen en el modelo de elementos finitos, se 
calculan utilizando métodos de extrapolación, que no son consistentes con los utilizados 
para elementos solidos [54].   
En este esquema, los números de sensibilidad nodales se determinan ponderando los 
primeros números de sensibilidad elementales 𝛼𝑖
𝑒, como se ve en la Ec. 3-7 [54]: 
𝛼𝑗
𝑛 = ∑ 𝑤𝑖𝛼𝑖
𝑒𝑀
𝑖=1             Ec.  3-7 
donde 𝛼𝑗
𝑒 es el número de sensibilidad para el nodo 𝑗, 𝑀 denota el número total de 
elementos conectados con el nodo 𝑗 y 𝑤𝑖 es un factor de peso para el elemento 𝑖, que 









)          Ec.  3-8 
𝑟𝑖𝑗 es la distancia entre el centro del elemento 𝑖 y el nodo 𝑗. 
Los números de sensibilidad son ordenados y los elementos son removidos si tienen un 
valor menor a un valor de umbral, 𝛼𝑑𝑒𝑙
𝑡ℎ , y adicionados si su número de sensibilidad es 
mayor que, 𝛼𝑎𝑑𝑑
𝑡ℎ . Los valores de umbral son actualizados durante el proceso de 
optimización de acuerdo al algoritmo utilizado, tanto para elementos solidos como para 
elementos vacíos [54].     
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3.6.3 Métodos multicriterio  
En los métodos ESO/BESO las reglas de rechazo o admisión del elementos se basan en 
la sensibilidad de una sola función objetivo, para la solución de problemas utilizando 
criterios múltiples todas las respuestas de interés deben estar combinadas en una única 
función, en efecto, la formación de un problema multiobjetivo; esto también aplica para 
casos de múltiples cargas [54].  
3.7  Métodos Level Set  
En el enfoque Level set, se define por el conjunto de nivel cero establecido por la función 
∅ (𝑥) y la estructura se define por el dominio en el que la función de nivel establecido que 
toma valores positivos [56], es decir: 
𝜌 = {
0: ∀ 𝑥 ∈  𝛺 ∶  ∅ < 0
1:  ∀ 𝑥 ∈  𝛺 ∶  ∅ ≥ 0
           Ec.  3-9 
Dentro de este modelo, han surgido números métodos, que se pueden clasificar, por 
ejemplo, en el método de discretizacion de la función de Level set, el enfoque para 
mapear el Level set en el modelo mecánico, y el método para actualizar el campo del 
Level set en el proceso de optimización 
En contraste con los métodos de densidad, el enfoque Level set define la geometría de la 
estructura a través de una interfaz solida-vacía.  Esta diferencia con el uso de material 
ficticios para la representación del modelo mecánico, puede llegar a ser borrosa. Sin 
embargo, la geometría de esta interfaz se define claramente en todo el proceso de 
optimización, y por lo tanto, en principio, permite la formulación explícitamente de objetivo 
y restricciones sobre la interfaz y la descripción de las condiciones de contorno sobre la 
misma [56].  
3.7.1 Estructura de los métodos de Level set para optimización 
topológica. 
La estructura de los métodos de Level set se puede diferenciar en tres partes, la 
parametrización del Level Set, el modelo mecánico y la estrategia de optimización. Ver 
Figura 3-9.   
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Figura 3-9: Componentes del método de Level Set basado en Optimización topológica. 
Adaptado de [57] 
 
El modelo mecánico incluye el mapeo de la geometría y el modelo estructural 
discretizado. El mapeo proyecta la geometría por el modelo de level set en el modelo 
estructural que predice el rendimiento de un diseño candidato; tanto el tipo de mapeo de 
la geometría, como el modelo estructural influyen en el comportamiento previsto de un 
diseño candidato. 
  
3.7.2 Métodos de Level set para optimización topológica 
estructural. 
En la optimización estructural el problema material espacio de dos fases es el caso más 
simple y más frecuentemente tratado. Definiendo el dominio de material como 𝛺, el 
dominio vacío como 𝐷\𝛺 y la interfaz de material como 𝛤 dentro del dominio de diseño D 
[57], como:  
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{
∅ (𝑥) > c ↔ 𝑿 ∈  Ω (𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙)
∅ (𝑥) = c ↔  𝑿 ∈   𝛤  (𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑓𝑎𝑧)
∅ (𝑥) < c ↔  𝑿 ∈   (D\Ω) (𝑣𝑎𝑐𝑖𝑜)
         Ec.  3-10 
Donde 𝑐 es una constante (usualmente 𝑐 = 0) y 𝑿 es un punto en el dominio de diseño. 
Para un caso de dos dimensiones, un ejemplo de Level se y el dominio de material 
correspondiente antes y después de la actualización de diseño se muestra en la Figura 3-
10.  
Figura 3-10: Ejemplo de función de  Level set, antes y después de la actualización de 
variables de diseño [57]. 
 
 
En la figura 3-10 (a) se muestra una función Level set, en la 3-10 (b) se muestra esta 
mima función actualizada, las gráficas 3-10 (c) y (d) corresponden a los dominios de 
material 𝛺, de cada una de las funciones.  
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3.8 Problemas numéricos del MOT  
El MOT por su naturaleza discreta o carácter computacional, presenta algunos 
problemas, donde los más comunes son: la escala de grises, tablero de ajedrez y la 
dependencia de la solución del tamaño de la malla [58].  
 Escala de Grises  
La escala de grises, como se muestra en la Figura 3-11, es generada con la utilización 
del método SIMP, el cual genera valores intermedios para la pseudodensidad 𝜌. Esto 
implica que hay regiones de la estructura con propiedades de material intermedias. 
Desde el punto de vista práctico esto no es interesante, debido a las dificultades que se 
presentan para la interpretación de la topología final [58]. Este problema se soluciona 
parcialmente aplicando un factor de penalización 𝑝 > 1, el cual genera que los valores 
intermedios de las propiedades de material interpoladas por el modelo SIMP, sean 
prácticamente inexistentes.  
Figura 3-11: Problema numérico del MOT, Escala de grises [58]. 
 
El factor de penalización 𝑝 no puede crecer indefinidamente, ya que se convierte el 
problema de optimización en un problema discreto. Bensǿe y Sigmund determinaron 
que el factor de penalización para problemas de estructuras está dado por [59]:  
 






}           Ec.  3-11 
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donde 𝑣 es el módulo de Poisson.  
 Tablero de Ajedrez 
El problema del tablero de ajedrez se presenta cuando se forman regiones con 
elementos sólidos y vacíos de forma alternada, como se ve en la figura 3-12. Este 
problema ocurre debido a la formulación (funciones de interpolación) del elemento finito 
utilizado en el proceso de optimización, además de las aproximaciones numéricas 
introducidas por el MEF [58]. 
Figura 3-12: Problema numérico del MOT, Tablero de Ajedrez [58]. 
 
 Dependencia de la solución del tamaño de la malla 
El problema de dependencia de la malla consiste en la obtención de diferentes 
topologías, para el mismo problema de optimización, con la utilización de diferentes 
discretizaciones del dominio de diseño (ver Figura 3-13). Así, el refinamiento de la malla 
de elementos finitos debe dar lugar a una mejor aproximación del problema real y no una 
estructura diferente [58]. Incrementar las restricciones en la formulación del problema de 
optimización, por ejemplo, restringir el perímetro en el caso 2D o la superficie en el caso 
3D, puede ser una de las solucione al problema de dependencia de la malla [60].  
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Figura 3-13: Problema numérico del MOT, No unidad de la solución [61]. 
 
 No unicidad de la solución. 
La no unicidad de la solución hace referencia a la obtención de diferentes soluciones 
cuando la discretizacion es la misma, pero con diferentes parámetros en el algoritmo. 
Como se muestra en la Figura 3-14, se llegan a óptimos locales y no se logra alcanzar el 
óptimo global [58]. Esto se debe a que algunos de los problemas de optimización son 
problemas no convexos, y por tal motivo, tienen diferentes óptimos locales. 
Figura 3-14: Problema numérico del MOT, No unidad de la solución [58]. 
 
Capítulo 3   69 
 
3.9 Filtros  
El uso de filtro tiene como fin el control de la variación espacial de las variables de diseño 
[2]. De esta manera se logra que el problema de optimización esté bien condicionado, 
adicionalmente evita inestabilidades numéricas en el método SIMP [61]. Con el filtrado se 
busca tener control sobre los elementos estructurales, y de esta manera evitar zonas 
delgadas, que puedan ocasionar condiciones de falla dentro de la estructura [62]. 
Los métodos de filtrado utilizados en la optimización topológica se pueden clasificar de 
acuerdo a la forma en que se considera los elementos vecinos: (i) filtros de vecindad fija, 
donde solo se tienen en cuanta los elementos vecinos que comparten nodos y/o líneas 
con elemento central, y (ii) filtros espaciales, donde se consideran elementos dentro de 
un radio determinado desde el elemento central [58].  
3.9.1 Filtros de vecindad fija. 
 
Los filtros de vecindad fija son uno de los más sencillos, ya que como se dijo 
anteriormente, estos solo tienen en cuenta los elementos vecinos que comparten nodos 
y/o líneas con el elemento central. Se basan en manipulación de imágenes donde cada 
elemento corresponde a un pixel. La principal desventaja de este tipo de filtrado es que 
depende de la discretización de elemento finito, donde, con mallas más refinadas se 
obtienen topologías con miembros estructurales más pequeños (topologías complejas) 
[62]. 
3.9.2 Filtros Espaciales.  
 
La dependencia de la malla es mejorada con este tipo de filtros, al controlar el área de 
influencia, ya que al refinar la malla el número de elementos finitos aumenta, y por tal 
razón, los refuerzos que aparecen en las estructuras diseñadas por el MOT no son más 
pequeños que los radios de filtro, permitiendo controlar la complejidad de la estructura, 
aunque este no sea muy estricto [62].   
La Figura 3-15 ilustra el concepto de filtro espacial bidimensional, en esta figura el 
elemento filtrado tiene unos elementos vecinos seleccionados por el radio de filtro. Los 
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elementos con centroide dentro del radio de influencia se consideran en el proceso 
promedio.  
Figura 3-15: Concepto de filtrado Espacial [62] 
 
La forma más simple del filtro espacial es dada por la Ec. 3-12: 
𝑊𝑖 = 𝑅𝑚𝑎𝑥 − 𝑅𝑖𝑗 ,      𝑗 𝜖 𝐶𝑉𝑖,         𝐶𝑉𝑖 = {𝑗 𝜖 𝐼|𝑅𝑖𝑗 ≤ 𝑅𝑚𝑎𝑥      Ec.  3-12 
Donde 𝑅𝑚𝑎𝑥 es el radio del filtro, 𝑅𝑖𝑗 es la distancia entre los centros del elemento 𝑖 y el 
elemento 𝑗, y 𝐶𝑉, es el conjuntó que contiene los vecinos del elemento 𝑖. Los valores 
promedios son dados por: 







             Ec.  3-13 
 
Donde 𝑛𝑣 es el número de vecinos. Se puede observar que la ecuación no tiene en 
cuenta el tamaño de los vecinos, haciendo esto adecuado para ser usado con mallas 
regulares [62]. 
Con el fin de usar un filtro espacial en cualquier tipo de malla Cardoso y Fonseca [62] 
propusieron una variación del filtro de Swan y Kosaka. En este filtro, los pesos son 
evaluados por la posición relativa de los vecinos con respecto al elemento central. 
presentando dos posibilidades, usando un peso promedio denominado AWSF (Average 
Weight Spacial Filter), o individual denominado IWSF (Individual Weight Spacial Filter), 
mostrado en la Ec. 3-14 y Ec. 3-15, respectivamente.  













𝑗=1          Ec.  3-14 











𝑗=1         Ec.  3-15 
Donde 𝑎 es el valor de la variable de diseño sin filtro, ?̂? es la variable filtrada, 𝑉𝑖 es el 
volumen del elemento 𝑖, 𝑊 es un factor de peso, ?̅? es un valor promedio del factor de 
peso, 𝑅𝑚𝑎𝑥 es el radio de filtro, 𝑅𝑖𝑗 es la distancia entre el centro del elemento 𝑖 y el 
centro del elemento 𝑗, y 𝑛𝑣 es el número de elementos vecinos.  
3.10 Filtros de sensibilidades  
Este filtro modifica la sensibilidad del diseño de un elemento especifico basado en un 
promedio ponderado de las sensibilidades de los elementos en una zona determinada. 
Hay que subrayar que este es un filtro netamente heurístico, este no solo se puede usar 
para evitar el problema de ajedrez, sino también para la dependencia de la malla [61]. la 



















 es el valor de sensibilidad del elemento 𝑘 filtrado y 
𝜕𝑓
𝜕𝜌𝑖
 es la sensibilidad del 
elemento 𝑖 sin filtrar, 𝜌𝑘
  es la variable de diseño del elemento 𝑘, 𝐻?̂? = 𝑟𝑚𝑖𝑛 −
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖), { 𝑖 ∈ 𝑁   |  𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) ≤  𝑟𝑚𝑖𝑛}, 𝑘 = 1,… , 𝑁 es un operador de convolución (factor 
de peso), 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) es definido como la distancia entre el centro del elemento 𝑘 y el 
centro del elemento 𝑖 y 𝐻?̂? es cero fuera del área. 
3.11 Filtros de proyección  
En este tipo de filtros se desarrollan varios esquemas, donde su objetivo es proyectar las 
densidades filtradas en el espacio 0-1 (0 ausencia de material y 1 existencia de material), 
para esto se ha utilizado la función de relajación de Haviside [63, 64]. 
La función de proyección lineal determina fracciones de volumen del elemento mediante 
la realización de una ponderación de las fracciones de volumen nodales elegibles. Los 
pesos asignados a las fracciones en volumen nodales se basan en la proximidad, y 
determinados por la colocación de una función de ponderación 𝑤(𝑥) y el centroide del 
elemento 𝑒, 𝑥𝑒̅̅ ̅. Esta función de ponderación tiene una magnitud de 1 en el elemento de 
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centroide y disminuye linealmente a 0 lo largo de 𝑟𝑚𝑖𝑛 en todas las direcciones, creando 
esencialmente un cono de altura igual a uno y de base 2𝑟𝑚𝑖𝑛 [63], como se muestra en la 
Figura 3-16 
Figura 3-16: Peso de la función 𝑤(𝑥) para el esquema de proyección lineal [63]. 
 
La función de ponderación del elemento 𝑒 tiene un soporte compacto 𝛺𝑤
𝑒  dado por: 
𝑥 ∈  𝛺𝑤
𝑒  ,   si   𝑟 =̅   ‖𝑥 − ?̅?𝑒‖ ≤  𝑟𝑚𝑖𝑛         Ec.  3-17 
La función de peso lineal está definida como:  
𝑤(𝑥 − ?̅?𝑒) = {
𝑟𝑚𝑖𝑛−𝑟
𝑟𝑚𝑖𝑛
 𝑠𝑖  𝑥 ∈  𝛺𝑤
𝑒
𝑜 𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑚𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑠𝑜𝑠
}       Ec.  3-18 
La fracción de volumen del elemento 𝑒 es denotada por 𝜌𝑒, y se define un conjunto 
auxiliar de variables nodales 𝜌𝑗, relacionándose con la fracción de volumen del elemento 
por: 
  𝜌𝑒 = 
∑ 𝜌𝑗 𝑤(𝑥𝑗− ?̅?
𝑒) 𝑗 ∈ 𝑆𝑒
∑   𝑤(𝑥𝑗− ?̅?
𝑒) 𝑗 ∈ 𝑆𝑒
            Ec.  3-19 
donde 𝑆𝑒 es el conjunto de nodos en el dominio de influencia del elemento 𝑒 (𝛺𝑤
𝑒 ) y 𝑥𝑗 es 
la posición del nodo 𝑗. 
La función de ponderación 𝑤(𝑥) es independiente de la malla. Si se refina la malla, el 
único cambio será el número de lugares en los que la función se va a evaluar [63].  
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3.12 Aplicaciones del MOT  
En la actualidad cada vez son más los investigadores que realizan trabajos asociados al 
MOT enfocados en el diseño estructural, y como se ha mencionado anteriormente se 
buscan resolver problemas de desempeño estructural, donde se tiene como una de las 
funciones objetivo minimizar el peso de la estructura aumentando su rigidez.  
En la Figura 3-17 se muestra la evolución que ha presentado el MOT a partir del año 
2000, en el campo de diseño estructural; se puede observar, como en la última década 
esta área de trabajo se ha potencializado, siendo el periodo donde se presentaron un 
mayor número de publicaciones entre los años 2013-2015. 
Figura 3-17: Número de documentos publicados por año sobre el MOT aplicado al 
diseño estructural. 1.  
 
Uno de las temáticas actuales de trabajo, referentes a la optimización estructural, es el 
análisis de estructuras de gran tamaño, como edificios, que se ven afectadas por cargas 
que tienen una naturaleza inherentemente aleatoria, como lo son las cargas producidas 
por el viento o sismos; donde las respuestas de los sistemas se ven afectadas por una 
                                               
 
1 La información para la elaboración del grafico fue extraída de la base de datos Scopus; las 
palabras clave fueron Topology Optimization y Structural Design.  
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amplificación dinámica, que dificulta el análisis y solución de las ecuaciones que rigen el 
sistema [65]. En la Figura 3-18, se muestra la aplicación del MOT donde se busca 
mejorar el desempeño de edificios excitados por cargas del viento. 
Figura 3-18: aplicación del MOT para mejorar el desempeño de edificios excitados por 
cargas del viento. (a) dominio inicial; (b) discretización estructura completa; (c) Diseño 
óptimo. Adaptada de [65]. 
 
 
(a)                                              (b)                      (c) 
 
En la aplicación mostrada en la Figura 3-18 (a) se busca obtener el mínimo peso posible, 
dividiendo la estructura en tres componentes principales; los cuales son, el núcleo y la 
cubierta exterior, denotados con Γ; estabilizadores que conectan el núcleo y la cubierta 
exterior, marcados con Λ; y los pisos nombrados como 𝜔; estos últimos son 
considerados como zonas de no diseño [65]. Los resultados obtenidos para las 
condiciones anteriormente mencionados son mostrados en la Figura 3-18 (c). 
En la Figura 3-19 se presentan otros dos ejemplos de los trabajos desarrollados 
mediante el uso del MOT, en áreas de diseño estructural. En la figura 3-19 (a) se muestra 
el proceso de optimización topológica de una edificación bajo cargas transitorias, en este 
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caso sismos [66], donde se proponen metodologías para la adquisición de los registros 
de los terremotos para el proceso de optimización, y donde se tiene como función 
objetivo la reducción de los desplazamientos de la estructura utilizando el método SIMP. 
La optimización de una viga en voladizo se muestra en la figura 3-19 (b), en este trabajo 
se busca encontrar estructuras optimizadas con el mínimo peso y que satisfaga criterios 
de fiabilidad, donde se desarrolla un método de múltiples puntos segméntales, que 
genera una estimación más precisa de la pendiente de probabilidad de fallo [67]. 




                                      (b) 
Dentro de las diferentes aplicaciones estructurales también podemos encontrar la 
solución de problemas multiobjetivo como el que se ve en la Figura 3-20; donde, se 
propone la utilización del MOT con restricciones estructurales y de conductividad térmica; 
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en este, el método de optimización utilizado fue el modelo SIMP; para la primera etapa 
de optimización se utiliza la programación lineal secuencial (PLS), en la segunda etapa 
se emplea el método de campo de fase, con el fin de obtener densidades intermedias y 
formas óptimas [68]. 
Figura 3-20: Optimización estructural: (a) configuración optima considerando 
restricciones de esfuerzo y térmicas; (b) Distribución de esfuerzos; (c) Distribución de 
temperaturas [68].  
 
(a)                                 (b)                            (c)   
 
En la Figura 3-20 (a) se muestra el resultado de la configuración optima considerando 
restricciones de esfuerzo y térmicas; en la Figura 3-20 (b) se muestra la distribución de 
esfuerzos y en la Figura 3-20 (c) se muestra la distribución de temperaturas.  
Otras de las áreas donde se han hecho desarrollos con la ayuda de la optimización 
topológica, es la biomecánica, y dentro de este, uno de los aspectos más críticos en 
cuanto a medicina regenerativa es el diseño de “andamios de hueso” e implantes que 
repliquen las propiedades biomecánicas de los huesos [69]. Adicionalmente la fabricación 
de este tipo de elementos ha sido estudiada durante décadas, y los metales porosos se 
han encontrado como candidatos a ser utilizados en este tipo de aplicaciones; los 
resientes avances en procesos de fabricación aditiva han contribuido al desarrollo de los 
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mismos [69], por estas razones implantes diseñados mediante el método de optimización 
topológica son de gran interés. 
Un ejemplo del diseño de huesos e implantes que repliquen las propiedades mecánicas 
de los huesos los vemos en la Figura 3-21 y 3-22, donde se afronta el problema de 
optimización de la prótesis del fémur, que es un tema de gran importancia en cirugías de 
remplazo, que proporcionan una alternativa viable para la recuperación de la extremidad, 
y en algunos casos evitar la amputación [70].   
Figura 3-21: Aplicaciones el MOT en áreas de la salud. Adaptado de [70]. 
 
 
En el problema mostrado en la Figura 3-21 se desarrolla aplicando el método de 
optimización topológica “level set”, bajo condiciones geométricas arbitrarias, en este se 
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utiliza una banda estrecha predefinida a lo largo del perfil completo del fémur, que se 
conserva mediante la aplicación del método de contorno para construir la función de 
ajuste de nivel, mientras la optimización topológica se lleva a cabo al interior de la 
cavidad.  
Figura 3-22: Distribución optima de masa en el fémur proximal (a) radiografía del fémur 
proximal; (b) Caso de carga; (c) distribución de masa, restricción del 35% y 40 
iteraciones. Adaptado de [71]. 
 
(a)                                   (b)                                   (c)   
 
En la Figura 3-22 (a) y (b), se muestra la utilización del MOT, para el diseño de 
estructuras porosas, para la utilización en estructuras óseos, mediante la utilización de 
métodos “Hard Kill”; en este caso el método BESO, donde el problema de optimización 
se formula como la búsqueda de un topología microestructural con el máximo valor para 
el módulo de cizallamiento bajo una condición de volumen prescrita [69].  
Figura 3-23: Aplicaciones del MOT en áreas de la salud. Adaptado de [69]  
 
(a)                                 (b) 
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Uno de los aspectos más críticos en la medicina regenerativa es el diseño de los 
andamios de hueso e implantes que reproduzcan las propiedades biomecánicas de los 
huesos. Los metales porosos se han encontrado como candidatos adecuados a 
desarrollar esta función, ya que su rigidez y porosidad en las características del sistema; 
adicionalmente, se tiene la ventaja de su espacio abierto para el crecimiento del tejido 
óseo [69]. 
Como se mostró anteriormente, el método de optimización topológica MOT, ha sido 
implementado en la solución de diversos problemas ingenieriles, mostrando avances y 
resultados satisfactores en cada uno de ellos, y cada vez más, se generan nuevos 























Tabla 3-2: Optimización topológica en torres de transmisión de energía.  
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topológica y de 
forma. 
Se hace un proceso 
de optimización 
sobre una torre ya 
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elementos de la 
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de los nodos. 
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Reducción de masa de la 
estructura del 16,7%, mediante la 
eliminación de elementos y 
reposición de los nodos. La 
configuración final entrego 16 
articulaciones menos y la 
eliminación de 80 elementos. 
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en cuenta la 
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“Reliability based 
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libre, se cumple la restricción de 
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"A procedure for 
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optimization 
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En la tabla 3-2 se puede observar una serie de trabajos que utilizan el método de 
optimización topológica para el diseño de torres de transmisión de energía. En estos se 
utiliza como dominio de diseño, una estructura base (pre-dominio de diseño), donde se 
busca reducir el número de elementos y conexiones, ya sea en toda la estructura o en 
uno de sus módulos, o trabajos donde se tiene un domino libre, que tiene como objetivo 
encontrar la mejor distribución de material dentro de un área determinada, en este caso 







4.  Implementación del MOT en el diseño 
conceptual de Torres de Transmisión de 
Energía. 
En el presente capítulo se presenta la forma en la cual se llevó a cabo la implementación 
del Método de Optimización Topológica (MOT), para el diseño conceptual de torres de 
trasmisión de energía considerando análisis tridimensional y cargas producidas por 
viento y cables. En la sección 4.1 se describe el problema de optimización; 
adicionalmente, en la sección 4.2 se presenta la linealización del problema de 
optimización mediante series de Taylor. En la sección 4.3 se hace una descripción del 
método de programación lineal secuencial (PLS), el cual se utilizó en este trabajo como 
estrategia de solución del problema de optimización lineal, y, por último, en la sección 4.4 
se presenta la discretización del problema de optimización. 
4.1 Problema de optimización.   
 
El problema de optimización propuesto para el diseño conceptual de torres de 
transmisión de energía (TTE), consiste en distribuir dentro del dominio de diseño 
establecido (ver figura 4-1), una cantidad de material dado; de tal manera, que se 
máxime la rigidez o minimice la energía de deformación de la estructura (Función 
Objetivo 1: F1, ver Ec. 4-2) y a su vez esta cuente con frecuencias de resonancia 
específicas (Función Objetivo 2: F2, ver Ec. 4-3), para esto se propone una función 
multiobjetivo. En el capítulo 5 se definirá el dominio de diseño utilizado para el desarrollo 
del trabajo, mostrando la cantidad de elementos utilizados, posiciones nodales, 
conectividad, material utilizando, entre otros. 
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En la Figura 4-1 se presentan los esquemas de los dominios de diseño utilizados en este 
trabajo. En la Figura 4-1 (a) se muestra un dominio de diseño libre, donde se tienen 
condiciones conocidas, como lo son, cargas por cables y apoyo de la estructura. En la 
Figura 4-1 (b) se esquematiza un dominio de diseño preestablecido, donde, se utiliza la 
geometría de una estructura de una torre de transmisión de energía existente y las 
condiciones de frontera, considerando las cargas por cables, viento y apoyo de la 
estructura.   
Figura 4-1: Dominio de diseño general para el MOT.  
 
El problema de optimización se puede expresar en términos matemáticos como se 
muestra en la Ec. 4-1  
    
min
      𝜌
imizar     𝐹𝑂 = 𝐹1  + 𝐹2           Ec.  4-1 




0 ≤ 𝜌 ≤ 1 
𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒:       [𝐾]{𝑢} = {𝐹}             
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(−𝜆[𝑀] + [𝐾])𝜑 = 0 , 𝑐𝑜𝑛 𝜆 = 𝜔2 
 Donde 𝐹𝑂 es la función multiobjetivo, aplicada al dominio de diseño 𝛺, el indicie 𝑤 
representa un coeficiente de peso para cada función objetivo, donde 0 ≤ 𝑤 ≤ 1, para 
cada función objetivo, el termino 𝜌 es la variable de diseño o pseudodensidad, esta 
puede tomar valores entre 0 y 1, donde 𝜌 = 0 indica región sin material y 𝜌 = 1 indica 
región con material, 𝑉∗ es la restricción sobre el volumen Los términos 𝐹1 y 𝐹2 
representan la función objetivo de rigidez y dinámica respectivamente, y estas pueden 
ser expresadas como: 
𝐹1 = ({𝑢}







2 (𝜆𝑘 − 𝜆𝑜𝑘)
2)𝑚𝑘=1
1
2)          Ec.  4-3 





𝑘=1     𝑦  𝜆𝑘 = 𝜔𝑘
2         
Con  
𝑚: Número de modos de vibrar a considerar en la función objetivo. 
𝜆𝑘: Autovalor para el modo de vibra 𝑘, donde 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑚  
𝜆𝑜𝑘: Autovalor deseado definido por el usuario para el modo 𝑘, donde 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑚  
𝜔𝑘
 : Frecuencia de resonancia asociada al autovalor  𝜆𝑘  
Las ultimas ecuaciones que se presentan en el problema de optimización dado por la 
ecuación 4.1, corresponden a las ecuaciones de equilibrio expresadas en su forma 
matricial del problema de elementos finitos, donde [𝐾] y [𝑀] representan la matriz de 
rigidez y masa globales respectivamente, {𝑢} corresponde al vector de desplazamientos 
y {𝐹} es el vector global de cargas.  
La ecuación 4-3 busca reducir al mínimo la distancia entre las frecuencias del sistemas y 
los valores deseados [72].  
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4.2 Linealización de la función Objetivo.  
Como se ha dicho la función objetivo mostrada en la Ec 4-1 debe ser linealizada, para de 
esta forma poder utilizar el método de programación lineal secuencial PLS. La 
Linealización de esa función objetivo se realiza mediante la aplicación de series de Taylor 
de primer orden. Dando como resultado la Ec. 4-4. 
𝐹𝑂𝐿 =  𝐹𝑂(𝜌0) + ∑ (
𝑛𝑒𝑙





            
Ó              Ec.  4-4 
















𝐹𝑂𝐿  representa la función objetivo linealizada, 𝜌𝑖 es la pseudo densidad del elemento 𝑖, 
con 𝑖 = 1,2,… , 𝑛𝑒𝑙 , 𝑛𝑒𝑙 es el número de elementos finitos utilizado en la discretización,  
𝜌0𝑖 es un valor inicial conocido para la variable de diseño 𝑖, de la Ec. 4-4 se pueden 
despreciar los términos constantes, pues estos no afectan el resultado del proceso de 
optimización [73]; por tal motivo la Ec. 4.4 puede ser escrita como: 















      Ec.  4-5 





es la derivada de la función objetivo con respecto a la 
variable de diseño de cada elemento, lo cual se conoce como sensibilidad. El análisis de 
sensibilidades de cada función objetivo (rigidez y dinámica) es mostrado en la sección 
4.5 
4.3 Programación Lineal secuencial.  
Para encontrar la solución del problema de optimización, como se definió en la Ec. 4-1, 
existen dos métodos de solución que son: métodos analíticos y métodos numéricos, 
donde, los métodos analíticos son utilizados para solucionar problemas simples de 
optimización; mientras, los métodos numéricos pueden solucionar problemas grandes en 
términos del número de variables de diseño [73].  
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Los métodos numéricos se pueden dividir en específicos y generales, donde los primeros 
utilizan el criterio de optimalidad para la solución del problema [73], y para esto, se 
requiere que se defina una función específica para cada problema, a diferencia de los 
métodos generales, por lo cual estos últimos son más usados. Para la solución de los 
métodos generales, el método más simple y popular es la programación lineal secuencial 
(PLS) [73], que se basa en la teoría de aproximaciones y pertenece a los métodos de 
programación matemática para la solución de problemas de optimización [73].  
La PLS resuelve el problema de optimización no lineal mediante aproximaciones lineales, 
y, ya que la función objetivo mostrada en la Ec. 4-1 no es lineal, debe ser linealizada para 
que el problema de optimización sea resuelto mediante la PLS (como se mostró en la 
sección 4.2). considerando el problema de optimización como [73]: 
min
 
                               𝑓(𝑥)             Ec.  4-6 
𝑇𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒   𝑔𝑗(𝑥) ≥ 0,        𝑗 = 1,… , 𝑛𝑔   
Donde 𝑓(𝑥) es la función objetivo, 𝑔𝑗(𝑥) la restricción 𝑗,  𝑛𝑔 el número de restricciones y 
𝑥 es el vector de las variables de diseño. El enfoque de la PLS comienza la solución del 
problema de optimización con un valor inicial de prueba 𝑥0 en las variables de diseño, 
con esto se consigue una aproximación lineal de la función objetivo mediante la 
expansión en series de Taylor [73], dando como resultado la Ec. 4-5.   
min
 





𝑖=1          Ec.  4-7 






≥ 0,        𝑗 = 1,… , 𝑛𝑔   
𝑥𝑙𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑜𝑖 
En la Ec. 4-5 aparecen restricciones adicionales para las variables de diseño, las cuales 
se conocen como limites móviles, que definen un límite inferior 𝑥𝑙𝑖 y superior 𝑥𝑜𝑖 para 




 hace referencia a la derivada de la función objetivo con respecto a las 
variables de diseño. 
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Los tres principales problemas de la PLS son: primero asociado con el costo 
computacional, ya que el proceso de optimización se repite un gran número de veces; sin 
embargo, es razonable cuando este es pequeño comparado con el costo del análisis de 
la función objetivo. El segundo problema se relaciona con la selección de los limites 
móviles, ya que una selección errónea puede generar problemas de convergencia en la 
solución del problema, y el tercer problema asociado a la programación lineal secuencial 
se refiere a los presentados cuando el punto de inicio se encuentra por fuera del espacio 
solución, este daría como resultado soluciones que no son posibles [73]. 
4.4 Discretización del problema de optimización 
Como se mostró en la Figura 3-2, para resolver el problema de optimización se 
necesarita solucionar el problema de elementos finitos, y el dominio de diseño 𝛺 debe ser 
discretizado, en este caso se realiza con elementos finitos tipo Beam. Según el modelo 
de material SIMP, a cada elemento se le asigna una pseudodensidad 𝜌𝑖, que 
corresponde a las variables de diseño. Las propiedades de material que serán 
penalizadas son el módulo de Young y la densidad del material como se muestra en la 
Ec. 4-8. 
𝐸(𝜌𝑖) = 𝜌𝑖
𝑝𝐸0,            𝐷𝑒𝑛(𝜌𝑖) = 𝜌𝑖
𝑝𝐷𝑒𝑛0        Ec.  4-8 
Donde 𝑝 corresponde al factor de penalización del problema de optimización, 𝐷𝑒𝑛0 y 𝐸0 
son la densidad y el módulo de Young del material base respectivamente. Con esto se 
puede realizar la discretizacion de las ecuaciones de equilibrio del MEF, las cuales en su 
forma matricial quedarían expresadas como se muestra en la Ec. 4-9. 
   [𝐾(𝝆)]{𝑢} = {𝐹}            Ec.  4-9 
(−𝜆[𝑀(𝝆)] + [𝐾(𝝆)])𝜑 = 0 , 𝑐𝑜𝑛 𝜆 = 𝜔2 
Siendo [𝐾(𝝆)] y [𝑀(𝝆)] las matrices de rigidez y masa globales respectivamente; estos 
términos dependen de las variables de diseño 𝜌, esto se debe a que en las matrices 
incluyen términos mostrados en la Ec. 4-8. Debido a que 𝜌 puede tomar valore entre 0 y 
1, en algún momento se podría presentar que 𝜌 = 0, y por tal motivo se pueden 
presentarse singularidades en las matrices, para esto se coloca el valor de 𝜌 en el 
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intervalo  0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 < 𝜌𝑖 < 1, el valor de 𝜌𝑚𝑖𝑛 se usa para evitar errores numéricos al 
momento del cálculo de la matriz inversa. 
La restricción de volumen se puede expresar en su forma discreta como: 





→ ∑ 𝜌𝑖𝑉𝑖 ≤ 𝑉∗
𝑛𝑒𝑙
𝑖               Ec.  4-10 
Finalmente, el problema de optimización puede ser expresado en su forma discreta 
como:    
min
      𝜌




















0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌𝑙𝑖 ≤ 𝜌𝑖 ≤ 𝜌𝑜𝑖 ≤ 1         𝑖 = 1,… , 𝑛𝑒𝑙 
𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒:                                               [𝐾(𝝆)]{𝑢} = {𝐹}             Ec.  4-11 
(−𝜆[𝑀(𝝆)] + [𝐾(𝝆)])𝜑 = 0 , 𝑐𝑜𝑛 𝜆 = 𝜔2 
4.5 Análisis de sensibilidades.  
La función objetivo se linealiza mediante una expansión en series de Taylor, y para el 
problema lineal solo se calculan las primeras derivadas de esta función con respecto a 
cada una de las variables de diseño, estas reciben el nombre de gradientes o 
sensibilidades, las cuales pueden ser calculadas por tres métodos: método analítico, 
semin-analitico y método numérico. Este proceso es uno de los que representa un mayor 
costo computacional en el proceso de optimización [73]. En este caso se prefiere utilizar 
el primer método, ya que es más preciso y requiere un menor costo computacional. El 
método numérico será utilizado como herramienta para la validación de los códigos 
desarrollados, y dentro de los existentes, se usará el método de las diferencias finitas 
(MDF); cabe destacar que este es el método que requiere un mayor costo computacional 
[73]. 
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El método analítico se divide en el método directo y método adjunto y su utilización 
dependerá del número de restricciones y variables de diseño que tenga el problema [73]. 
El método directo es más eficiente cuando el número de variables de diseño es menor al 
número de restricciones en el problema de optimización. El método adjunto es más 
eficiente en caso contrario [73]. Como el diseño conceptual de torres de transmisión de 
energía tiene tantas variables de diseño como número de elementos finitos usados, y se 
tienen las restricciones de volumen, límites móviles y ecuaciones de equilibrio, entonces 
se utilizará el método adjunto ya que el número de variables de diseño es mayor al 
número de restricciones. 
La derivada de la función multiobjetivo 𝐹 con respecto a la variable de diseño 𝜌𝑖, 𝑖 =





























              Ec.  4-12 
 
En la ecuación 4-12 se da la ubicación de la función 𝑙𝑜𝑔 para escalar los valores de las 
fusiones objetivo 𝐹1 y 𝐹2; adicionalmente, el término 
𝑑𝐹1
𝑑𝜌𝑖
  hace referencia al problema de 











} =  
𝑑{𝑢}𝑇
𝑑𝜌𝑖






       Ec.  4-13 
 Del primer término de la Ec. 4-13 tenemos que:  
𝑑{𝑢}𝑇
𝑑𝜌𝑖






     Ec.  4-14 
 Debido a que la matriz [𝐾(𝝆)] es una matriz simétrica en la Ec. 4-14 se resuelve que: 




 [𝐾(𝝆)]{𝑢} = {𝑢}𝑇[𝐾(𝝆)]
𝑑{𝑢}
𝑑𝜌𝑖
          Ec.  4-15 
Al remplazar la Ec. 4-15 en Ec. 4-13 se puede expresar el término 
𝑑𝐹1
𝑑𝜌𝑖











{𝑢}              Ec.  4-16 
La discretización de la ecuación de equilibrio mediante el MEF, en su forma matricial se 
presenta en la Ec. 4-17 
 [𝐾(𝝆)]{𝑢} = {𝑓}           Ec.  4-17 














= 0 ya que en este problema {𝑓} no varía con respecto a las variables de 







{𝑢}          Ec.  4-19 
Al remplazar el valor de [𝐾(𝝆)]
𝑑{𝑢}
𝑑𝜌𝑖




}  = 2 ∗ {𝑢}𝑇 (−
𝑑[𝐾(𝝆)]
𝑑𝜌𝑖







} =  −{𝑢}𝑇
𝑑[𝐾(𝝆)]
𝑑𝜌𝑖
{𝑢}            Ec.  4-20 
De la Ec. 4.12 el término 
𝑑𝐹2 
𝑑𝜌𝑖













2 (𝜆𝑘 − 𝜆𝑜𝑘)
2)𝑚𝑘=1
1
2)         Ec.  4-21 

























𝑘=1         Ec.  4-22  
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𝑘=1     𝑦  𝜆𝑘 = 𝜔𝑘
2



















         Ec.  4-24 
Del problema de rigidez y dinámico de elementos finitos se conocen {𝑢} , [𝐾(𝝆)] y 






 se muestran en las ecuaciones Ec. 4-25 y Ec. 4-26 
respectivamente, se debe tener en cuenta que 𝐴𝑒=1
𝑛𝑒𝑙  es un operador para el ensamble 

































Para los 𝑒 ≠ 𝑖,  
𝑑
𝑑𝜌𝑖
 [𝐾𝑒(𝝆)] = 0 y 
𝑑
𝑑𝜌𝑖












𝑒])          Ec.  4-26 






5. Resultados  
En este capítulo se presentarán los resultados obtenidos en el diseño conceptual de 
torres de transmisión de energía mediante el método de optimización topológica (MOT). 
En la primera parte se muestran una serie de resultados preliminares, en donde, se 
soluciona el problema de optimización topológica de estructuras tipo pórtico. Luego se 
aplica el MOT en un dominio libre, donde solamente se consideran las cargas producidas 
por cables, es decir, solo se conservan las condiciones de frontera referentes a 
posiciones de cables y apoyos, mas no un geometría preestablecida o pre-dominio de 
diseño. En la siguiente sección se presentan los resultados correspondientes al diseño 
de torres de transmisión de energía, esta a su vez se divide en dos apartados, en el 
primero se presentan los resultados obtenidos al aplicar el MOT y las cargas producidas 
por cables, aplicados en una torre de transmisión de energía existente (pre-dominio de 
diseño o estructura base); en el segundo se muestran la solución del problema 
combinando cargas por cables y viento sobre la estructura existente (pre-dominio de 
diseño o estructura base). 
En esta sección se presentan algunos ejemplos de la solución de problemas utilizando el 
método de optimización topológica (MOT). En los cuales se realiza la optimización de 
una estructura tipo pórtico tridimensional, se utiliza un dominio tridimensional básico 
como se ve en la Figura 5-1, a esta estructura se le realizan tres análisis: (i) maximizar la 
rigidez, (ii) llegar a valores de resonancia dados (problema dinámico), y (iii) resolver el 
problema multiobjetivo (problema de rigidez y dinámico de manera simultánea). 
La estructura tipo pórtico es discretizada con eleméntenos finitos tipo viga, de 6 grados 
de libertad por nodo. En total la estructura cuenta 162 elementos y 72 nodos. Las 
condiciones de frontera son: una carga en uno de sus nodos de 1000 N, en dirección 
contraria al eje z (indicación triangular roja en Figura 5-1) y los desplazamientos y 
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rotaciones restringidas en todas sus direcciones (indicación triangular negra en Figura 5-
1) 
Figura 5-1: Discretizacion estructura tipo pórtico tridimensional.   
 
La estructura diseñada tendrá las propiedades de material del acero estructural, las 
cuales se presenta en la Tabla 5-1.  
Tabla 5-1: Propiedades de material del a acero estructural. Tomado de [75] 
Propiedades del 
Material  
Símbolo Valor  Unidad  
Módulo de elasticidad  𝐸 2,10𝐸 + 11 𝑃𝑎 
Módulo de elasticidad 
por cortante 
𝐺 8,08𝐸 + 10 𝑃𝑎 
Relación de Poisson  𝑣 0,32   
Densidad  𝜌 7850 𝐾𝑔/𝑚3 
 
Nota: en la tabla 5-1 el módulo de elasticidad por cortante también se puede calcular con 




                Ec.  5-1 
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Estas propiedades serán utilizadas para todo el desarrollo del trabajo de investigación. 
5.1.1 Maximizar rigidez 
En este caso se busca maximizar la rigidez de la estructura con un peso establecido, 
usando la función objetivo mostrada en la Ec 4-2. Teniendo una restricción de volumen 
del 60% (solamente se puede usar un 60% del volumen de la estructura inicial). 
adicionalmente, en este problema de optimización se utilizaron como parámetros iniciales 
los presentados en la Tabla 5-2. 
Tabla 5-2: Parámetros iniciales del MOT.   
Parámetro valor 
Factor de  
Penalización 
3 
Volumen Máximo Permitido 
 sobre el Volumen total 
0,6 
Valor inicial de las  
variables de diseño 
0,6 
Máximo numero 
 de iteraciones 
100 
 
Figura 5-2: Topología estructura tipo pórtico problema de rigidez (a) Topología Óptima 







En la Figura 5-2 se presenta el resultado obtenido para la estructura tipo pórtico de la 
Figura 5-1. En la Figura 5-2 (a) se muestra la topología óptima resultante, y en la Figura 
5-2 (b) se presenta el comportamiento de la función objetivo. En esta implementación del 
MOT se usaron 100 iteraciones, sin embargo, se puede notar como a partir de la 
iteración número 40 no se presentan mayores cambios en la función objetivo. 
Adicionalmente se puede observar cómo la estructura presentada en la Figura 5-2 (a) 
entrega un resultado simétrico, lo cual era predecible, debido al tipo de problema que se 
está solucionando.  
Como se observa, en la Figura 5-2 (a) en zonas donde no se tiene ninguna restricción o 
que no son influyentes dentro del comportamiento estructural, se presentan elementos 
con valores de pseudodensidades 𝜌(𝑥), cercanas a cero, generando elementos poco 
definidos (ejemplo: elementos de la Figura 5-2 (a) dentro de zonas señaladas). Con el fin 
de obtener una estructura definida se decide graficar todos los elementos que tengan un 
valor de pseudodensidades 𝜌(𝑥) > 0.2, que es un valor usual en el diseño de elementos 
estructurales. El resultado obtenido se muestra en la Figura 5-3. 
Figura 5-3: Topología post-procesada con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2.  
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Se puede observar en la Figura 5-3 como después de solo graficar las 
pseudodensidades 𝜌(𝑥) > 0.2, se obtiene una estructura completamente definida, 
simétrica y con miembros completamente conectados. Adicionalmente, en la tabla 5-3 se 
muestra la comparación en cuanto a elementos y conexiones nodales de la estructura. 
Se puede observar en la tabla 5-3 como se logra pasar de 162 a 95 elementos 
estructurales, equivalentes a una disminución del 41.38 %; además, se logra rebajar en 
un 13.89 %, el número de conexiones estructurales pasando de tener 72 nodos a 62. Lo 
anterior se ve reflejado en una reducción de volumen del 13.89%. 
Tabla 5-3: Comparación estructura inicial y estructura optimizada.  

















162 72 95 62 41,38% 13,89% 
 
5.1.2 Frecuencias de resonancia específicas. 
En este caso, el problema de optimización busca diseñar una estructura que cuente con 
unas frecuencias de resonancia específicas (problema dinámico). Utilizando la función 
objetivo de la ecuación 4-3, para esto a la estructura de la Figura 5-1 se le calculan las 10 
primeras frecuencias, las cuales se muestra en la Tabla 5-4. 
Tabla 5-4: Frecuencias de resonancia estructura inicial.  
FRECUENCIAS NATURALES ESTRUCTURA INICIAL  
Modo Frecuencia [HZ] Frecuencia [Rad] 
1 65,247 409,959 
2 67,640 424,994 
3 72,141 453,276 
4 203,924 1281,292 
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5 210,392 1321,932 
6 224,877 1412,944 
7 314,227 1974,347 
8 362,168 2275,566 
9 370,707 2329,218 
10 381,767 2398,710 
 
En este caso se quiere lograr que a los tres primeros modos de vibrar le correspondan 
valores de frecuencias iguales a: 𝐹𝑀1 = 46.136  𝐻𝑧,   𝐹𝑀2 = 47.828 𝐻𝑧, y 𝐹𝑀3 = 51.011 𝐻𝑧, 
adicionalmente se impone una restricción de volumen del 60% (solamente se pude usar 
una 60% del volumen de la estructura inicial).  
En este problema de optimización se utilizaron como parámetros iniciales los 
presentados en la Tabla 5-5. 
Tabla 5-5: Parámetros iniciales del MOT.  
Parámetro Valor 
Factor de  
penalización 
3 
Volumen Máximo Permitido 
 sobre el Volumen total 
0,6 
Valor inicial de las  
variables de diseño 
0,6 
Máximo numero 
 de iteraciones 
100 
 
En la Tabla 5-6 se muestran los resultados de la aplicación del MOT al problema de 
dinámico de encontrar frecuencias de resonancia específicas. En este caso se puede 
observar como el valor de las tres primeras frecuencias fueron minimizados, y 
presentaron una diferencia con respecto al valor deseado del 15.49 %, 16.26 % y 16.45%, 
respectivamente. 
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Tabla 5-6: Frecuencias de resonancia estructura inicial.   
Estructura Optimizada 
Modo  Frecuencia [Hz] Frecuencia [Rad] 
1 38,988 244,970 
2 40,054 251,664 
3 42,621 267,798 
4 45,077 283,225 
5 45,926 288,562 
6 49,701 312,282 
7 62,370 391,884 
8 62,695 393,926 
9 63,794 400,827 
10 66,591 418,401 
 
En la figura 5-4 (a) se muestra como, a diferencia del problema de rigidez, no se tiene 
una estructura claramente definida, y la zona donde se ubica la mayor cantidad de 
material, es la zona cerca a la carga que se encuentra restringida. Adicionalmente, se 
puede observar como en la Figura 5-4 (b) como la función objetivo es minimizada y 
presenta convergencia.  
Figura 5-4: Topología estructura tipo pórtico problema de dinámico (a) Topología Óptima 







En teoría se logró una disminución de la diferencia entre las frecuencias naturales de la 
estructura inicial como se ve en la tabla 5-7, y la estructura optimizada, pero en términos 
prácticos esta estructura no es útil, ya que presenta problemas de escala de grises, 
generando una mayor distribución de material en la zona donde se encuentra soportada. 
Lo que genera una estructura que no puede ser manufactura y no cumpliría con la 
aplicación solicitada.  
Tabla 5-7: Frecuencias estructura inicial vs. Frecuencia estructura optimizada.  
Modo 















1 65,247 409,959 46,137 289,885 38,988 244,970 15,49% 
2 67,640 424,994 47,829 300,516 40,054 251,664 16,26% 
3 72,141 453,276 51,011 320,514 42,621 267,798 16,45% 
5.1.3 Máxima rigidez y Frecuencias de resonancia específicas. 
En este caso se busca resolver el problema multiobjetivo, de maximizar la rigidez de la 
estructura y encontrar frecuencias de resonancia específicas. Esto hace referencia al 
problema de optimización mostrado en el capítulo 4 de este trabajo y expresado en 
términos matemáticos por la ecuación Ec 4-1. Teniendo una restricción de volumen del 
60% (solamente se puede usar un 60% del volumen de la estructura inicial). 
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En este problema de optimización se utilizaron como parámetros iniciales los 
presentados en la Tabla 5-8. 
Tabla 5-8: Parámetros iniciales del MOT.  
Parámetro valor 
Factor de penalización 3 
Volumen Máximo Permitido sobre el Volumen total 0,6 
Valor inicial de las variables de diseño 0,6 
Factor de peso para la función objetivo F1 0.80 
Factor de peso para la función objetivo F2 0.2 
Máximo número de iteraciones 100 
 
En este caso para el problema dinámico se utilizaron los mismos parámetros que en el 
problema anterior, en cuanto a valores de frecuencias, 𝐹𝑀1 = 46.136  𝐻𝑧,   𝐹𝑀2 =
47.828 𝐻𝑧, y 𝐹𝑀3 = 51.011 𝐻𝑧, como frecuencias deseadas. 
En la figura 5-5 se puede observar como en el problema multiobjetivo, la condición de 
rigidez es predominante, ya que se obtienen resultados similares a mostrados en la 
Figura 5-3, una de las razones es que como parámetros iniciales del MOT se estable un 
factor de peso 𝑤 para 𝐹1 = 0.8 y para 𝐹2 = 0.2.   
Figura 5-5: Topología estructura tipo pórtico problema de máxima rigidez y dinámico. 




El domino de la función de rigidez también se reflejado en las frecuencias naturales 
obtenidas (ver tabla 5-9), ya que a pesar de minimizar el valor de las frecuencias 
deseadas y la función objetivo converge como se ve en la Figura 5-6, los resultados 
obtenidos son inferiores a los valores deseados. 
Tabla 5-9: Frecuencias estructura inicial vs. Frecuencia estructura optimizada.   
Modo 















1 65,247 409,959 46,137 289,885 4,020 25,258 91,29% 
2 67,640 424,994 47,829 300,516 8,686 54,573 81,84% 
3 72,141 453,276 51,011 320,514 12,212 76,730 76,06% 
 
Figura 5-6: Problema de máxima rigidez y dinámico. Comportamiento de la función 
objetivo.  
 
En la Figura 5-6 se observa como la función objetivo del problema multiobjetivo 
converge, igual sucede con las funciones objetivo correspondientes al problema de 
rigidez y al problema dinámico; sin embargo, la función objetivo dinámica presenta 
cambios bruscos en sus primeras iteraciones, esto se debe, a que, en los primeros pasos 
del MOT, las frecuencias pueden caer a valores más extremos de los modos 
seleccionados y los valores propios cambian sus periodos con mucha frecuencia en el 
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proceso de optimización. En este caso, la sensibilidad de la función objetivo se hace 
discontinua, y la oscilación pude ser manifiesta en la función objetivo [72].      
Tabla 5-10: Comparación estructura inicial y estructura optimizada.  

















162 72 97 66 40,123% 8.33% 
 
En la tabla 5-10 se muestra cómo se logra pasar de 162 a 97 elementos estructurales, 
equivalentes a una disminución del 40.123 %; además, se logra rebajar en un 8.33 %, el 
número de conexiones estructurales pasado de tener 72 nodos a 67. Lo anterior se ve 
reflejado en una reducción de volumen del 8.33 %, encontrando resultados similares a los 
obtenidos cuando solo se evaluó el problema de rigidez. 
En este caso, al ser resultados preliminares que fueron desarrollados para realizar un 
acercamiento con los problemas de optimización estructural, no se presentaron ajustes 
en los parámetros iniciales del MOT, estos ajustes se realizaron para la obtención de los 
resultados sobre torres de transmisión de energía.  
5.2 Aplicación del MOT sobre un dominio libre. 
En esta sección se mostrarán los resultados obtenidos a partir de un dominio de diseño 
libre, cabe aclarar que de la correcta selección de este domino dependerán los 
resultados que se obtengan mediante la aplicación del método de optimización 
topológica. En la figura 5-7, se evidencia un ejemplo claro de esto, acá se realiza la 
implementación del MOT en un dominio de diseño que incluye la estructura de una torre 
de transmission de energía, conservando como datos de entrad la posición de soportes, 
posición de cables, altura de cables, y se aplican las mismas condiciones de carga 
mostradas en la tabla 2-2.  
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Figura 5-7: Resultados del MOT sobre un dominio libre para el diseño de torres de 
transmisión de energía.   
 
El dominio de diseño está conformado por 4662 elementos, 931 conexiones nodales fijas, 
y con las propiedades mecánicas mostradas en la tabla 5-1, con una sección transversal 
en tubería de diámetro exterior 88.9 mm y 5.4 mm de espesor.   
Como se puede observar para resolver el problema de diseño de torres de energía este 
no sería un dominio libre adecuado, ya que, por las mismas características de la 
estructura seleccionada como dominio de diseño, la cantidad de elementos es mucho 
mayor a la usualmente encontrada en la realidad. Lo cual hace que se presenten 
resultados poco tradicionales, que no se consideran factibles para solucionar el problema 
de diseño, para llegar a obtener topologías adecuadas, se deben incluir restricciones 
adicionales al proceso de optimización, como lo son, restricciones de: esfuerzo, 
manufactura, geometría, entre otras. 
Cabe aclarar que los resultados entregados con este dominio de diseño cumplen las 
características solicitadas, minimización de peso maximizando rigidez, solución del 
problema dinámico, y criterio de convergencia impuesto para el problema, como se ve en 
la Figura 5-8.  
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Figura 5-8: Comportamiento función objetivo.   
 
5.3 Resultados sobre torres de transmisión de energía 
utilizando un pre-diseño  
Como se dijo anteriormente en esta sección se presentarán dos abordajes: en el primero 
se mostrarán los resultados obtenidos al optimizar una torre de transmisión de energía ya 
establecida (pre-diseño) y utilizando únicamente las cargas producidas por los cables; en 
el segundo, se enseñarán los resultados al incluir las cargas de viento sobre la 
estructura. En este caso solo se evaluará el problema multiobjetivo (Rigidez y Dinámico). 
Luego las estructuras encontradas serán validadas en un software comercial de 
elementos finitos. 
La estructura utilizada para la implementación del MOT es mostrada en la Figurara 5-9, y 
las cargas sobre la torre de transmisión de energía son las mostradas en el Anexo C; 
adicionalmente, se excluye la carga proporcionada para la variación del peso propio de la 
estructura, que se presenta a medida que la topología cambia.  
La torre de transmisión de energía fue discretizada con elementos tipo Viga, de 6 grados 
de libertad por nodo, la componen 508 elementos conectados por 197 nodos que 
presentan posiciones fijas dentro del dominio de diseño; adicionalmente, se utiliza como 
material acero estructural, con las propiedades mecánicas mostradas en la tabla 5-1, con 
una sección transversal en tubería de diámetro exterior 88.9 mm y 5.4 mm de espesor.   
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Figura 5-9: Dominio de diseño pre-establecido para la aplicación del MOT.  
 
5.3.1 Máxima rigidez y Frecuencias de resonancia específicas 
aplicando cargas por cables  
En este caso solo se tuvieron en cuenta las cargas producidas por los cables sobre la 
estructura, por tal razón, únicamente se incluyeron las componentes verticales de las 
cargas producidas por cables de tierra y conductores; ya que, como se muestra en el 
Anexo C, esta solo depende de las características propias del elemento (peso cable, 
peso conductor, tensión inicial) y de la condición geométrica de la torre y de la línea de 
transmisión. 
En la Figura 5-10 se muestra la topología obtenida para una torre de transmisión de 
energía teniendo una restricción de volumen del 75% (solamente se puede usar un 75% 
del volumen de la estructura inicial). Se pueden observar algunas zonas desconectadas 
de la estructura, o con la presencia de elementos aislados, a pesar de que en el Figura 5-
11 se muestra claramente la convergencia del problema de optimización, cumpliendo con 
la minimización de la función objetivo. Se propuso un valor máximo de 70 iteraciones, y a 
partir de la iteración número 50, la variación de la función objetivo fue pequeña; 
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destacando, una serie de cambios al inicio y al final de las iteraciones de la función 
dinámica. 
Figura 5-10: Fracción de Volumen 0.75; Factores de peso 𝐹1 = 0.7 y 𝐹2 = 0.3; (a) 
Diseño optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2.  
    
(a)                                (b)  
 
Figura 5-11: Comportamiento función objetivo con Fracción de Volumen 0.75; Factores 
de peso 𝐹1 = 0.7 y 𝐹2 = 0.3.  
 
Para tratar de obtener una mejor topología se corrieron varios modelos, cambiando el 
peso de la función multiobjetivo, esto se realizó debido a que, al cambiar este parámetro, 
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se encontraban topologías que presentaban menos miembros estructurales sueltos y una 
menor cantidad de zonas aisladas. 
Figura 5-12: Fracción de Volumen 0.75; Factores de peso 𝐹1 = 0.8 y 𝐹2 = 0.2 (a) Diseño 
optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2.  
    
(a)                                                 (b)  
Figura 5-13: comportamiento función objetivo con Fracción de Volumen 0.75; Factores 
de peso 𝐹1 = 0.8 y 𝐹2 = 0.2. 
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En la Figura 5-12 y 5-14 se muestran las topologías obtenidas con factores de peso de 
𝐹1 = 0.8 y 𝐹1 = 0.9 respectivamente. En la primera se puede observar como a pesar de 
presentar un menor número de elementos desconectados que en la figura 5-8, cuenta 
con una zona en el centro de la estructura con una serie de miembros sueltos, y una 
zona en la parte inferior donde se pueden ver elementos que no están claramente 
definidos (escala de grises). 
Figura 5-14: Fracción de Volumen 0.75; Factores de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1. (a) 
Diseño optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2.  
 
(a)                                                 (b)  
Las Figuras 5-13 y 5-15 son las gráficas del comportamiento de la función objetivo de las 
Figuras 5-12 y 5-14 respectivamente, se puede ver el proceso de convergencia de cada 
una de las funciones objetivo, destacando que a medida que se le quita peso a la función 
objetivo dinámica, se presenta un cambio brusco al inicio de las iteraciones, como 




Figura 5-15: Comportamiento función objetivo Fracción de Volumen 0.90; Factores de 
peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1. 
 
Adicionalmente, a las variaciones del peso de la función objetivo se modificó la restricción 
de volumen, para ver como es el comportamiento de la estructura a medida que se 
modifica este parámetro del MOT. En la Figura 5-16 y 5-17, se muestran las estructuras 
obtenidas con una restricción de volumen del 0.6 y 0.5 respectivamente, utilizando 
factores de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1, para la función multiobjetivo, ya que, con este 
parámetro, se encontró una cantidad menor de escalas de grises y zonas no conectas. 
Figura 5-16: Fracción de Volumen 0.6, Peso función multiobjetivo 0.90. (a) Diseño 
optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2. Factores de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 =
0.1. 
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En la 5-16 se ve como con los parámetros utilizados, se obtienen elementos estructurales 
desconectados, que, no se puede identificar cuál sería su aporte a nivel estructural, sin 
embargo, la utilización de un peso de la función multiobjetivo alto, evita la formación del 
problema de escala de grises.  
 Figura 5-17: Fracción de Volumen 0.5; Factores de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1. (a) Diseño 
optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2. 
 
Figura 5-18: comportamiento función objetivo Fracción de Volumen 0.90; Factores de 




En la Figura 5-17 es evidente la desconexión de elemento estructurales, y la aparición en 
mayor medida de escala de grises, por la utilización de una restricción de volumen del 
0.5 (solo se puede usar el 50% del material inicial). Esto muestra que a pesar de cumplir 
los requerimientos inicialmente planteados en el problema de optimización y las 
funciones objetivo convergen como se muestra en la Figura 5-18, no implica la obtención 
de una solución adecuada en términos de ingeniería.  
Tabla 5-11: Resultados obtenidos con diferentes parámetros en el proceso de 
optimización – Teniendo en cuenta solo cargas por cables.   
Parámetro 
Topología con parámetro  
Valor 1 
Topología con parámetro  
Valor 2 





𝑓 = 0.5 𝑓 = 0.6 𝑓 = 0.75 










𝜌(𝑥) > 0,4  𝜌(𝑥) > 0,3 𝜌(𝑥) > 0,2   
 
En la tabla 5-11 se muestran los resultados obtenidos con diferentes parámetros para el 
proceso de optimización. En el primer parámetro correspondiente a la fracción de 
volumen 𝑓, se ve como para valores de 0.5 y 0.6, se presentan elementos 
desconectados. En el segundo parámetro, donde se evalúa la respuesta de la estructura 
el modificar los pesos de la función objetivo, observamos como para pesos de peso 𝐹1 =
0.6 y 𝐹1 = 0.8, se presentan elementos sueltos y escalas de grises. Por ultimo después 
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de obtener la estructura optimizada, se realiza como pos-procesamiento el mostrar 
elementos con pseudodensidades mayores a 0.4, 0.3 y 0.2, buscando obtener una 
estructura acorde con los criterios seleccionados. 
Con base en los resultados obtenidos, los parámetros del MOT a los cuales se encontró 
una topología, que cumpliera con las condiciones de diseño iniciales, se presentan en la 
tabla 5-12.  







Factor de  
penalización 
3 
Volumen Máximo Permitido 
 sobre el Volumen total 
0,75 
Valor inicial de las  
variables de diseño 
0,75 
Factor de peso para la función 
objetivo F1 
0.90 




 de iteraciones 
100 
 
La topología que se encontró bajo estos paramentos fue la validada mediante la 
utilización de un software comercial de elementos finitos. En este caso Ansys ®.  
En la Figura 5-19 se muestran las estructuras discretizada con el software de elementos 
finitos Ansys ®, en la Figura 15-19 (a), se muestra la estructura inicial, y en la Figura 15-




Figura 5-19: Topologías después de pos-procesamiento para ser simulados en Ansys (a) 
topología inicial pos-procesada con 𝜌(𝑥) > 0.2, (b) topología optimizada.  
        
(a)                                                            (b) 
 
En la tabla 5-13 se presentan los modos de vibrar de la estructura inicial, con las 
frecuencias y desplazamientos asociados a cada uno estos modos, mostrando un 
desplazamiento máximo de 1.93 𝑚𝑚, en la zona superior de la estructura, con una 
frecuencia asociada de 353.97 𝐻𝑧. 
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Tabla 5-13: Modo de vibrar de la estructura inicial. 






1.93 𝑚𝑚 353,973 𝐻𝑧 
2 
  
1.90 𝑚𝑚 355,151 𝐻𝑧  
3 
  
1.83 𝑚𝑚 1558,585 𝐻𝑧 
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En la tabla 5-14 se muestran las reducciones obtenidas en cuanto al número de 
elementos estructurales y la cantidad de conexiones, se puede observar cómo se pasó 
de tener 508 elementos a 383, lo cual implica una reducción del 24.06%; además, en la 
estructura inicial se tenían 197 nodos o conexiones de elementos, mientras en la 
estructura optimizada se cuentan con 130, esto lleva a una reducción del 34.01%. 
Tabla 5-14: Comparación estructura inicial y estructura optimizada. 

















508 197 383 130 24.06% 34.01% 
 
Adicionalmente, en la Tabla 5-15, se muestran las diferencias en frecuencias obtenidas, 
si bien, la frecuencia obtenida para el primer modo de vibrar es muy cercana a lo 
deseado, las otras dos presentan diferencias considerables. Esto se podría explicar 
debido a que en este caso se priorizó la función objetivo de rigidez, dándole solo una 
pequeña participación al problema dinámico, además, esta diferencia se haría más 
grande a medida que aumenten los modos de vibrar de la estructura.  
Tabla 5-15: Frecuencias estructura inicial vs. Frecuencia estructura optimizada. 
Modo 















1 353,973 2224,081 293,973 1847,089 303,294 1905,652 3.17% 
2 355,151 2231,479 295,151 1854,488 353,297 2219,828 19.7% 
3 1558,585 9792,877 1498,585 9415,885 353,485 2221,013 76.41% 
 
Además de cumplir con las condiciones de optimización, donde se cumple con la 
disminución de elementos estructurales y obtención de frecuencias naturales específicas, 
es necesario verificar, que la topología mostrada en la figura 5-19 (b) si cumpla con los 
requisitos de diseño. Con el fin de evitar que la estructura presente elementos 
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desconectados, se exporta a Ansys ® la estructura con los parámetros mostrados en la 
tabla 5-11, y cuya variable de diseño tenga un valor superior a 0.2. 
En la figura 5-20 (a) se presentan los desplazamientos nodales, presentándose un valor 
máximo de 2.011 𝑚𝑚, en la zona superior de la estructura.  
Figura 5-20: Resultados obtenidos en Ansys para TTE diseñado mediante el MOT. (a) 







Adicionalmente, en la Figura 5-20 (b) se presenta el esfuerzo de von mises sobre la 
estructura, donde la zona de mayor solicitación es la intersección entre el cuerpo 
piramidal y el cuerpo recto de la estructura y su valor máximo es igual a 1.27 𝐸 + 8 𝑃𝑎 Se 
puede ver que el desplazamiento presentado en la estructura y los esfuerzos 
presentados sobre la misma cumplen con los valores de diseño deseados.  
Tabla 5-16: Modo de vibrar de la estructura optimizada – aplicando carga de cables. 










 1.99 𝑚𝑚 303,29 𝐻𝑧 








2.1 𝑚𝑚 353,48 𝐻𝑧 
 
En la tabla 5-16 se presentan los tres primeros modos de vibrar de la estructura. donde 
se ve como en el primer modo de vibrar de la estructura se tiene un valor de 
desplazamiento de 1.99 𝑚𝑚; además, se puede observar que, en estos tres primeros 
modos, que son los más perjudiciales, los mayores movimientos se presentan en los 
elementos más flexibles, como lo son las crucetas superiores y el cuerpo recto de la 
estructura.  
5.3.2 Máxima rigidez y Frecuencias de resonancia específicas 
aplicando cargas por cables y viento 
Además de las cargas producidas por los cables sobre una torre de transmisión de 
energía, un componente importante de las cargas presentes sobre la estructura es 
debido al efecto del viento. Por tal razón al dominio de diseño presentado en la Figura 5-
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9 se le aplicarán las cargas producidas por el viento y cables. Con el objetivo de conocer 
los resultados entregados por el MOT bajo una condición extrema de carga, se aplicarán 
las cargas encontradas para vientos de alta intensidad a 0°, para el caso transversal, y a 
45° para el caso longitudinal. (ver tabla 2-2). 
A pesar de que, por la inclusión de las cargas generadas por el viento sobre la estructura, 
se convierte en un problema totalmente diferente al desarrollado en el numeral anterior. 
Se iniciará el proceso de optimización con los parámetros mostrados en la Tabla 5-11, 
que fueron los que entregaron una mejor respuesta.  
Figura 5-21: Fracción de Volumen 0.75; Factores de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1. (a) 
Diseño optimo, (b) Diseño optimo con valores de 𝜌(𝑥) > 0.2.  
 
En la Figura 5-21 se muestran los resultados obtenidos con los parámetros de la Tabla 5-
11. Se puede apreciar una estructura sin elementos desconectados, adicionalmente, en 
la Figura 5-22 se puede ver como el comportamiento de la función objetivo es muy similar 
a lo encontrando en el numeral anterior, presentando un cambio brusco al inicio en la 
función objetivo del problema dinámico; además, gráficamente se puede apreciar que en 
este caso la condición de convergencia se alcanza mucho más rápido, ya que a partir de 
la iteración número 20, la función objetivo no tiene cambios significativas. 
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Figura 5-22: Comportamiento función objetivo con Fracción de Volumen 0.75; Factores 
de peso 𝐹1 = 0.9 y 𝐹2 = 0.1. 
 
En la Figura 5-23 se muestran los resultados del problema de optimización al darle un 
mayor peso a la función objetivo dinámica, y se puede evidenciar como a diferencia del 
problema de optimización donde solo se tiene en cuenta la rigidez, acá se presenta una 
estructura más definida.   
Figura 5-23: Fracción de Volumen 0.75; Factores de peso 𝐹1 = 0.8 y 𝐹2 = 0.2. (a) 




También se puede observar en la Figura 5-24, como la función objetivo dinámica no 
presenta un pico en el inicio de las iteraciones, como ocurría en el caso anterior, además, 
se sigue logrando llegar a la convergencia de en pocas iteraciones, ya que después de la 
iteración número 20 en ambas funciones objetivo, los cambios que se presentan no son 
considerables  
Figura 5-24: Comportamiento función objetivo con Fracción de Volumen 0.75, Factores 
de peso 𝐹1 = 0.8 y 𝐹2 = 0.2. 
 
Figura 5-25: Diseño optimo (a) Fracción Volumen 0.6; Factores de peso 𝐹1 = 0.8 y 𝐹2 =
0.2. 
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Adicionalmente, se modificó la restricción de volumen, para ver como es el 
comportamiento de la estructura a medida que se modifica este parámetro del MOT. En 
la Figura 5-25, se muestran la estructura obtenida con una restricción de volumen del 0.6, 
con un peso de 0.9 para la función F1 y de 0.1 para la Función F2. Se puede observar 
que la tendencia es igual que en el caso donde solo se avalúa la rigidez, y a medida que 
se aumenta la restricción de volumen se presentan más elementos desconectados, 
dando como resultados estructuras que no son adecuadas en términos prácticos. 
Al igual que en el caso donde solo se evaluaban las cargas producidas por los cables, en 
la tabla 5-17, se muestran los resultados obtenidos al modificar los parámetros de 
fracción de volumen y peso de la función objetivo del problema multiobjetivo; 
adicionalmente, se grafican la estructuras para valores de pseudodensidades de 0.4,0.3 y 
0.2 
Tabla 5-17: Resultados obtenidos con diferentes parámetros en el proceso de 
optimización – Teniendo en cuenta solo cargas por cables y viento.   
Parámetro 
Topología con parámetro  
Valor 1 
Topología con parámetro  
Valor 2 





𝑓 = 0.5 𝑓 = 0.6 𝑓 = 0.75 







𝑤 = 0.6  








Con base en los resultados obtenidos, los parámetros del MOT a los cuales se encontró 
una topología, que cumpliera con las condiciones de diseño iniciales, se presentan en la 
tabla 5-18. Aplicando cargas por cables y viento. 
Tabla 5-18: Parámetros iniciales del MOT.  
Parámetro valor 
Factor de penalización 3 
Volumen Máximo Permitido sobre el Volumen total 0,75 
Valor inicial de las variables de diseño 0,75 
Factor de peso para la función objetivo F1 0.80 
Factor de peso para la función objetivo F2 0.20 
Máximo número de iteraciones 100 
 
Figura 5-26: Topologías después de pos-procesamiento para ser simulados en Ansys (a) 
topología inicial pos-procesada con 𝜌(𝑥) > 0.2, (b) topología optimizada. 
 
(a)                                 (b) 
Para verificar los resultados se simula en Ansys® la última configuración encontrada con 
los parámetros de la tabla 5-18, como se ve en la Figura 5-26 
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En la tabla 5-19 se muestran las reducciones obtenidas en cuanto al número de 
elementos estructurales y la cantidad de conexiones, se puede observar cómo se pasó 
de tener 508 elementos a 393, lo cual implica una reducción del 22.63%; además, en la 
estructura inicial se tenían 197 nodos o conexiones de elementos, mientras en la 
estructura optimizada se cuentan con 148, esto lleva a una reducción del 24.87% 
Tabla 5-19: Comparación estructura inicial y estructura optimizada.  

















508 197 393 148 22.63% 24.87% 
 
En la Tabla 5-20 se ve como el valor de frecuencia para el primer modo de vibrar es muy 
cercano al deseado, esto se puede interpretar como consecuencia de aumentar el 
porcentaje de participación de la función objetivo dinámica; sin embargo, los otros dos 
valores de frecuencia deseados presentan una diferencia notable, en especial la 
frecuencia para el tercer modo de vibración.  
Tabla 5-20: Frecuencias estructura inicial vs. Frecuencia estructura optimizada.  
Modo 















1 353,973 2224,081 293,973 1847,089 291,176 1905,652 0,95% 
2 355,151 2231,479 295,151 1854,488 367,077 2219,828 24,37% 
3 1558,585 9792,877 1498,585 9415,885 389,167 2221,013 74,03% 
 
Como se realizó en el caso donde solamente se evaluaba la carga producida por los 




En este caso se presenta un desplazamiento máximo igual a 53.514 mm, y un esfuerzo 
de Von mises máximo igual 2.21 𝐸 + 8 𝑃𝑎, (ver figura 5-25) 
Figura 5-27: Resultados obtenidos en Ansys para TTE diseñado mediante el MOT. (a) 








En este caso los valores de desplazamiento y esfuerzos obtenidos son mayores, lo cual 
se explica debido al incremento de la carga producida por el viento sobre la estructura.  
Tabla 5-21: Modo de vibrar de la estructura optimizada. 















7.082 𝑚𝑚 367,077 𝐻𝑧 
3 
  
13.15 𝑚𝑚 389,167 𝐻𝑧 
 
Se puede ver en la tabla 5-21 los tres primeros modos de vibrar de la estructura. donde 
se ve como en el primer modo de vibrar de la estructura se tiene un valor de 
desplazamiento de 7.459 𝑚𝑚, y como en el caso anterior, los mayores desplazamientos 
se presentan en los elementos de mayor flexibilidad de la torre (crucetas para cables y 
cuerpo recto). 
Tanto en el caso donde solo se aplican las cargas por cables, y donde se utilizan cargas 
por viento y sismo, los resultados de los modos de vibrar se representan de forma 
bidimensional para una mejor interpretación.    
Otra explicación a las diferencias encontradas entre las frecuencias deseadas (en 
especial a partir del segundo modo de vibrar) y las obtenidas, es que, la cantidad de 
material dentro de la estructura cambia, lo que lleva a modificaciones del comportamiento 
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dinámico y el modo de vibrar de la estructura, por tal razón se debe realizar una 





6. Conclusiones y Trabajos Futuros  
Como resultado del trabajo de investigación presentado, es posible concluir que el diseño 
conceptual de torres de transmisión de energía mediante el MOT, arroja resultados 
favorables, debido a dos factores principales; el primero es que se logró obtener 
resultados donde se presentó una maximización de la rigidez, minimizando su peso  y a 
su vez un acercamiento a las frecuencias de resonancia especificadas; el segundo, es 
que estos resultados tienen una influencia directa en condiciones antes mencionadas 
como lo son la fabricación, instalación y puesta a punto de la misma, al poder obtener 
estructuras con una menor cantidad de elementos y condiciones nodales; lo cual genera 
una reducción en el costo total de nuevos proyectos de líneas de transmisión de energía. 
Las siguientes conclusiones pueden se generan a partir de las diferentes 
implementaciones computacionales realizadas:  
 De la Figura 1-8 se puede concluir que son pocos los trabajos que se han desarrollado 
para obtener diseños conceptuales de torres de transmisión de energía, y la mayoría 
de los trabajos realizados se realizan mediante la utilización de simplificaciones 
bidimensionales. 
 
 Como base en las simulaciones realizadas, se pudo determinar que, la función 
objetivo predominante es la de Rigidez, para los casos estudiados, ya que los mejores 
resultados se obtuvieron a partir de peso para la función multiobjetivo de 0.85, sin 
importar si solo se aplican las cargas producidas por el viento. 
 
 El incrementar el peso de la función objetivo dinámica, ocasiona que se encuentren 
estructuras, que, a pesar de cumplir con todas las restricciones impuestas en el 
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problema de optimización, en términos prácticos no representa una estructura útil en 
términos ingenieriles (ver Figura 5-4).   
 
 Trabajar con restricciones de volumen del orden de 0.6 e inferiores, hace que se 
presentes estructuras con una mayor cantidad de elementos desconectados, una 
explicación es que se está solicitando al mismo tiempo que se mejore la respuesta de 
la estructura, disminuyendo de manera notable la cantidad de elementos permitidos. 
 
 Debido a las características de las torres de transmisión de energía, las cuales son 
estructuras con una cantidad baja de elementos estructurales; la utilización de un 
dominio de diseño libre, entrega resultados con topologías que no son adecuadas, y 
en muchas ocasiones por tratar de proponer dominios libres se termina volviendo a 
diseños habituales de torres de trasmisión de energía. Por tal razón este tema debe 
ser estudiado a profundidad y de esta maneara evitar la dependencia de un pre-
dominio de diseño o estructura base. 
 
 Por las características de las torres de transmisión de energía la realización de un 
análisis tridimensional da la capacidad de simular las particularidades propias del 
problema estructural, como lo son condiciones de carga y geométricas. 
 
 Con base en los resultados se puede decir que, para restricciones de volumen del 
0.75 (donde solo se usó el 75% del material), se obtuvieron los resultados, que 
cumplen con las condiciones iniciales de diseño.  
6.1 Trabajos futuros  
 Debido a que las cargas producidas por el viento dependen de la topología inicial de la 
estructura, ya que es necesario establecer diversos factores para el cálculo de las 
mismas (ejemplo factor de rigidez); en estructuras diseñadas mediante el MOT se 
vuelve difícil estimar y simular estas cargas. Por este motivo en este trabajo no se 
consideró la variación de la carga del viento con el cambio de la topología, dejando 
como trabajos futuros el considerar la variación de la carga del viento con cada una de 
las topologías obtenidas. 
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 Estudiar el efecto de otros factores que son influyentes en la implementación del 
método de optimización topológica, como propiedades de material y características del 
dominio de diseño 
 Implementar criterios de convergencia efectivos, cuando se evalúen funciones 
objetivos dinámicas para problemas estructurales, que ayuden a identificar cundo el 
MOT está oscilando cerca de un valor y no se obtengan ganancias significativas en la 
función objetivo. 
 El trabajo realizado hace referencia al diseño conceptual de torres de transmisión de 
energía, por tal razón, en trabajos futuros se deben implementar una mayor cantidad 
de restricciones en el proceso de optimización, y de esta maneara obtener un 
concepto de torre más definida.  
 Implementar el uso de diferentes secciones transversales para cada elemento 
estructural. En esta investigación solo se trabajó con una sección transversal para la 
estructura desarrollada.  
 Desarrollar un método mediante el cual se puede establecer un perfil estructural 
determinado, de acuerdo a los valores de pseudodensidades obtenidos y con esto 








[1] W. F. Chen and E. M. Lui, C. Press, Ed. Handbook of Structural 
Engineering, Second ed. New york, 2010. 
[2] M. P. Bendsøe and O. Sigmund, Springer, Ed. Topology Optimization: 
Theory, Methods and Applications, Second ed. Germany, 2003. 
[3] ASCE No. 74 -Guidelines for Electrical Transmission Line Structural 
Loading, 2009. 
[4] A. N. Hernández Rosas and F. Moarales Padilla, "Diseño de torres de 
Transmision Electrica," Ingeniería Civil, Departamento de Ingeniería Civil, 
Instituto Politécnico Nacional, Mexico D.F, 2005. 
[5] A. N. L.-E. S. Division, "The Design, Construction, and Operation of long-




[6] ASCE No. 10 Design of letticed steel transmission sturctures, 2015. 
[7] G. A. Méndez Algarra and A. Tovar Pérez, "Desarrollo de algoritmo para la 
integración de la optimización topológica y la optimización de forma en 
estructuras," Maestria en IngenieríaMecánica, Facultad de Ingeniería, 
Unversidad Nacional de Colombia, Bogotá D.C., 2009. 
[8] J. Jonsmann, "Technology development for topology optimised thermal 
microactuators," Ph. D., Mikroelektronik Centret (MIC), Technical University 
of Denmark, Denmark, 1999. 
[9] M. P. Bendsøe, Optimization of structural topology, shape, and material. 
Berlin ; New York: Springer, 1995, pp. xi, 271 p. 
[10] O. Sigmund, "Topology optimizacion: A tool for the tailoring of structures 
and materials," Philosophical Transactions of the Royal Society A: 
Mathematical, Physical and Engineering Sciences, vol. 358, pp. 221-227, 
2000. 
[11] S. Rahmatalla and C. C. Swan, "Form finding of sparse structures with 
continuum topology optimization," Journal of Structural Engineering-Asce, 
vol. 129, no. 12, pp. 1707-1716, Dec 2003. 
[12] K. Shea and I. F. C. Smith, "Improving full-scale transmission tower design 
through topology and shape optimization," Journal of Structural 
Engineering-Asce, vol. 132, no. 5, pp. 781-790, May 2006. 
136 Bibliografía    
 
 
[13] H. Y. Guo and Z. L. Li, "Structural topology optimization of high-voltage 
transmission tower with discrete variables," Structural and Multidisciplinary 
Optimization, vol. 43, no. 6, pp. 851-861, Jun 2011. 
[14] K. Saitou, K. Izui, S. Nishiwaki, and P. Papalambros, "A survey of structural 
optimization in mechanical product development," Journal of Computing 
and Information Science in Engineering, vol. 5, no. 3, pp. 214-226, 2005. 
[15] K. Natarajan and A. R. Santhakumar, "Reliability based optimization of 
transmission line towers," Computers and Structures, vol. 55, pp. 387-403, 
1995. 
[16] K. Shea, J. Cagan, and S. J. Fenves, "A shape annealing approach to 
optimal truss design with dynamic grouping of members," (in English), 
Journal of Mechanical Design, Transactions of the ASME, vol. 119, no. 3, 
pp. 388-394, 1997. 
[17] D. Greiner and P. Hajela, "Truss topology optimization for mass and 
reliability considerations - Co-evolutionary multiobjective formulations," (in 
English), Structural and Multidisciplinary Optimization, vol. 45, no. 4, pp. 
589-613, 2012. 
[18] H. Guo and Z. Li, "Adaptive genetic algorithm and its application to the 
structural optimization of steel tower," in 5th International Conference on 
Natural Computation, ICNC 2009, Tianjian, 2009, vol. 4, pp. 113-117. 
[19] H. Guo, H. Zhu, and Z. Li, "Dynamic optimization of steel tower by using 
adaptive genetic algorithm," in Proceedings - 2010 6th International 
Conference on Natural Computation, ICNC 2010, Yantai, Shandong, 2010, 
vol. 8, pp. 3923-3927. 
[20] P. E. Valencia, "Optimizacion Mediante Algoritmos Genéticos," ed. 
Santiago de Chile, 1997, pp. 83-92. 
[21] F. Assis das Neves and M. Fonseca, "Simultaneous Sizing and Shape 
Optimization of Transmission Towers using Genetic Algorithm," presented 
at the International Conference on Engineering Optimization, Rio de 
Janeiro, Brazil, 2008.  
[22] N. Noilublao and S. Bureerat, "Simultaneous topology, shape and sizing 
optimisation of a three-dimensional slender truss tower using multiobjective 
evolutionary algorithms," Computers and Structures, vol. 89, no. 23-24, pp. 
2531-2538, 2011. 
[23] S. Mathakari, P. Gardoni, P. Agarwal, A. Raich, and T. Haukaas, 
"Reliability-based optimal design of electrical transmission towers using 
multi-objective genetic algorithms," Computer-Aided Civil and Infrastructure 
Engineering, vol. 22, no. 4, pp. 282-292, May 2007. 
[24] A. Dominguez, I. Stiharu, and R. Sedaghati, "Practical design optimization 
of truss structures using the genetic algorithms," (in English), Research in 
Engineering Design, vol. 17, no. 2, pp. 73-84, 2006. 
[25] X. S. A. E.S.P. Descripción del sistema eléctrio Colombiano [Online].  
[26] C.-C. d. E. d. a. central, "Estudio de Costos Estándares de la Industria 




[27] B. Kitchenham, "Procedures for Performing Systematic Reviews," Keele 
University2044, vol. 33. 
[28] Y. W. K. Bang, CRC, Ed. The Finite Element Method Using Matlab, Second 
Edition ed. 2000. 
[29] P. L. S. INC, "Comprehensive Structure Modeling," ex1face, Ed., ed. 
http://www.powline.com/products/tower.html. 
[30] S. S. Rao, E. Inc., Ed. the finite element method in engineering, Fifth 
edition ed. 2011. 
[31] U. P. Comillas, "Introducción al método de los elementos finitos," ed, 2000. 
[32] E. Casanova, "Método del elemento finito," U. S. Bolívar, Ed., ed, 2006. 
[33] J. D. Holmes, Wind Loading of structures. New York: Spon Press, 2001, p. 
356. 
[34] A. Y. Shehata, A. A. El Damatty, and E. Savory, "Finite element modeling 
of transmission line under downburst wind loading," Finite Elements in 
Analysis and Design, vol. 42, no. 1, pp. 71-89, 2005. 
[35] F. G. A. Albermani and S. Kitipornchai, "Numerical simulation of structural 
behaviour of transmission towers," Thin-Walled Structures, vol. 41, no. 2-3, 
pp. 167-177, 2003. 
[36] Y.-z. JIA , M.-x. XIAO, and Y. Bo, "The Windage Yaw Numerical Simulation 
of 500KV Overhead Transmission Lines," presented at the International 
Conference on Power System Tecnology, 2010.  
[37] E. Savory, G. A. R. Parke, M. Zeinoddini, N. Toy, and P. Disney, "Modelling 
of tornado and microburst-induced wind loading and failure of a lattice 
transmission tower," Engineering Structures, vol. 23, no. 4, pp. 365-375, 
2001. 
[38] W. J. Lou, X. Wang, and Y. Jiang, "Wind-induced responses of a high-rise 
transmission tower to thunderstorm downbursts," in 7th Asia-Pacific 
Conference on Wind Engineering, APCWE-VII, 2009. 
[39] H. Yasui, H. Marukawa, Y. Momomura, and T. Ohkuma, "Analytical study 
on wind-induced vibration of power transmission towers," Journal of Wind 
Engineering and Industrial Aerodynamics, vol. 83, pp. 431-441, 1999. 
[40] G. McClure and M. Lapointe, "Modeling the structural dynamic response of 
overhead transmission lines," Computers and Structures, vol. 81, no. 8-11, 
pp. 825-834, 2003. 
[41] A. Hamada and A. A. El Damatty, "Behaviour of guyed transmission line 
structures under tornado wind loading," Computers and Structures, vol. 89, 
no. 11-12, pp. 986-1003, 2011. 
[42] (2010). Plan de expansión de referencia Generación-Transmisión 2010-
2024.  
[43] H. Québec, "Double-Circuit tower ", pylone-classique-lrg, Ed., ed. 
http://www.hydroquebec.com/learning/transport/types-pylones.html, 2016. 
[44] H. Quebéc, "Waist-type tower," schema_nappe, Ed., ed. 
http://www.hydroquebec.com/learning/transport/types-pylones.html, 2016. 
[45] W. D.-y. Pan Jin, "Topology optimization of truss structure with fundamental 
frequency and frequency domain dynamic response constraints," vol. 19, 
no. 3, pp. 231–240, September 2006 2006. 
138 Bibliografía    
 
 
[46] M. P. Bendsøe and N. Kikuchi, "Generating optimal topologies in structural 
design using a homogenization method," (in English), Computer Methods in 
Applied Mechanics and Engineering, vol. 71, no. 2, pp. 197-224, 1988. 
[47] A. G. M. M. M.C.E., "LVIII. The limits of economy of material in frame-
structures," (in en), http://dx.doi.org/10.1080/14786440409463229, 
research-article vol. 8, no. 47, 1904 1904. 
[48] H. A. Eschenauer and N. Olhoff, "Topology optimization of continuum 
structures: A review," (in English), Applied Mechanics Reviews, vol. 54, no. 
4, pp. 331-389, 2001. 
[49] G. I. N. Rozvany, M. P. Bendso̸e, and U. Kirsch, "Layout Optimization of 
Structures," Applied Mechanics Reviews, vol. 48, no. 2, pp. 41-119, 
1995/02/01 1995. 
[50] G. I. N. Rozvany, Topology Optimization in structural mechanics. New 
York: Springer-Verlag, 1997, p. 322. 
[51] M. P. Bendsøe, "Optimal Shape design as a material distribution problem," 
Structural Optimziation, vol. 1, p. 9, 1999. 
[52] G. I. N. Rozvany, "A critical Review of established methods of structural 
topology optimization.," Structural Multidisciplinary optimization, vol. 37, p. 
20, 2009. 
[53] O. Sigmund, "A 99 line topology optimziation code written in Matlab," 
Structural Multidisciplinary Optimization, vol. 21, p. 27, 2001. 
[54] J. D. Deaton and R. V. Grandhi, "A survey of structural and multidisciplinary 
continuum topology optimization: post 2000," Structural Multidisciplinary 
Optimization, vol. 49, p. 38, 2014. 
[55] F. Campelo, J. A. Ramírez, and H. Igarashi., "A survey of topology 
optimziation in electromagnetics: considerations and current trends.," p. 47 
[56] O. Sigmund and K. Maute, "Topology optimization approaches: A 
comparative review," Structural and Multidisciplinary Optimization, Review 
vol. 48, no. 6, pp. 1031-1055, 2013. 
[57] N. P. Van Dijk, K. Maute, M. Langelaar, and F. Van Keulen, "Level-set 
methods for structural topology optimization: A review," Structural and 
Multidisciplinary Optimization, Review vol. 48, no. 3, pp. 437-472, 2013. 
[58] W. M. Rubio, "Projecto de ‘MEMS’ eletrotermomecânicos usando o método 
de otimização topológica," Master’s thesis, Departamento de Engenharia 
Mecatronica o de Sistemas Mecanicos, Universidade de São Paulo (USP). 
Escola Politécnica., 2005. 
[59] M. P. Bendsøe and O. Sigmund, "Material interpolation schemes in 
topology optimization," Archive of Applied Mechanics, vol. 69, no. 9, pp. 
635-654, 1999// 1999. 
[60] L. Ambrosio and G. Buttazzo, "An optimal design problem with perimeter 
penalization," Calculus of Variations and Partial Differential Equations, vol. 
1, no. 1, pp. 55-69, 1993// 1993. 
[61] O. Sigmund, "Numerical instabilities in topology optimization: A survey on 
procedures dealing with checkerboards, mesh-dependencies and local 
minima.," Structural Optimization, vol. 16, no. 7, 1998. 
Bibliografía 139 
 
[62] E. L. Cardoso and J. S. O. Fonseca, "Complexity control in the topology 
optimization of continuum structures," Journal of the brazilian society of 
mechanical sciences and engineering, vol. 25, p. 9, 2003. 
[63] J. K. Guest, J. H. Prévost, and T. Belytschko, "Achieving minimum length 
scale in topology optimization using nodal design variables and projection 
functions," International journal for numerical methods in engineering, vol. 
61, no. 2, pp. 238-254, 2004. 
[64] J. K. Guest, "Topology optimization with multiple phase projection," 
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 199, no. 1–
4, pp. 123-135, 12/1/ 2009. 
[65] S. Bobby, S. M. J. Spence, E. Bernardini, and A. Kareem, "Performance-
based topology optimization for wind-excited tall buildings: A framework," 
Engineering Structures, Article vol. 74, pp. 242-255, 2014. 
[66] S. Allahdadian and B. Boroomand, "Topology optimization of planar frames 
under seismic loads induced by actual and artificial earthquake records," 
Engineering Structures, vol. 115, pp. 140-154, 5/15/ 2016. 
[67] K. Liu, G. H. Paulino, and P. Gardoni, "Reliability-based topology 
optimization using a new method for sensitivity approximation - application 
to ground structures," Structural and Multidisciplinary Optimization, Article 
in Press pp. 1-19, 2016. 
[68] A. Takezawa, G. H. Yoon, S. H. Jeong, M. Kobashi, and M. Kitamura, 
"Structural topology optimization with strength and heat conduction 
constraints," Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 
Article vol. 276, pp. 341-361, 2014. 
[69] X. Wang et al., "Topological design and additive manufacturing of porous 
metals for bone scaffolds and orthopaedic implants: A review," 
Biomaterials, vol. 83, pp. 127-141, 3// 2016. 
[70] X. Deng, Y. Wang, J. Yan, T. Liu, and S. Wang, "Topology optimization of 
total femur structure: Application of parameterized level set method under 
geometric constraints," Journal of Mechanical Design, Transactions of the 
ASME, Article vol. 138, no. 1, 2016, Art. no. 011402. 
[71] J. Shi, K. Cai, and Q. H. Qin, "Optimal mass distribution prediction for 
human proximal femur with bi-modulus property," MCB Molecular and 
Cellular Biomechanics, Article vol. 11, no. 4, pp. 235-248, 2014. 
[72] Z.-D. Ma, N. Kikuchi, and H.-C. Cheng, "Topological design for vibrating 
structures," Computer methods in applied mechanics and engineering, vol. 
121, no. 1, pp. 259-280, 1995. 
[73] R. H. a. Z. Gurdal, Springer, Ed. Elements of Structural Optimization, 3rd 
rev. and expanded ed. 1992. 
[74] R. A. S. Luis Augusto Motta Mello, Emílio Carlos Nelli Silva, "On response 
time reduction of electrothermomechanical MEMS using Topology 
Optimization," Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 
vol. 247+248, pp. 93-102, 2012. 
[75] R. C. Hibbeler, Mecánica de materiales, sexta ed. 2006. 
[76] E. Casanova, "Elementos tipo viga," in Método del elemento finito, U. S. 
Bolívar, Ed., ed, 2009. 
140 Bibliografía    
 
 
[77] E. Casanova, "Elementos tipo Barra," U. S. Bolivar, Ed., ed, 2006. 
[78] J. C. Strikwerda, Finite Difference Schemes and Partial Differential 




8.  Anexo A: Elemento Finito tipo VIGA  
Para la realización de este trabajo de investigación, se consideraron estructuras tipo 
pórtico discretizado con EF tipo VIGA, que, en su representación bidimensional cuenta 
con tres grados de libertad por cada nodo: translaciones en los ejes X y Y, y rotación 
alrededor del eje Z, en su representación tridimensional cuenta con seis grados de 
libertad por nodo translaciones en los ejes X, Y y Z y rotación alrededor de los ejes X, Y y 
Z. De acuerdo a la teoría de vigas la fuerza cortante y el momento flector son 
independientes de la fuerza axial, entonces se puede realizar una combinación del 
elemento barra y el elemento viga, con el fin de obtener un elemento viga con el fin que 
sea capaz de soportar este tipo de condiciones [76], que es el utilizado en el desarrollo 
de este trabajo. A continuación, se realiza una descripción de las características 
principales del elemento tipo Viga.   
8.1 Elemento tipo Viga  
8.1.1 Elemento Finito Truss vs Elemento finito Viga. 
El elemento finito Truss cuenta con dos nodos. Este solo transmite cargas axiales 
(compresión o tracción), y se puede deformar solo en la dirección axial. Este no es cagas 
de soportar cargas transversales o momentos de flexión; en análisis bidimensionales 
cada uno de los nodos puede tener componentes de desplazamientos paralelos a los 
ejes X y Y, en el caso tridimensional, se adiciona el desplazamiento en la dirección del 
eje Z [30].   
El elemento finito Viga con seis grados de libertar por nodo, tiene un gran campo de 
acción, ya que puede ser utilizado en uniones mecánicas, ductos, tuberías y estructuras, 
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este elemento es utilizado cuando una de sus dimensiones es mayor (por lo menos 10 
veces más grande que las otras dos).  
Figura 8-1: Elemento finito tipo Viga bidimensional 
 
Figura 8-2: Elemento finito tipo Viga tridimensional. 
 
En las figuras 8-1 y 8-2 se puede observar la geometría y el sistema de coordenadas 
para un elemento bidimensional y tridimensional respectivamente. Siendo este último 
(Elemento tipo viga tridimensional) el utilizado para el desarrollo de este trabajo.  
La capacidad de soportar cargas transversales y momentos de flexión en cada uno de 
sus nodos es la principal diferencia entre el elemento tipo truss y tipo beam.  
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Tabla 8-1: Elemento finito Truss vs. Elemento finito Viga 
 Elemento finito tipo  
Truss 








 translación 𝑋, 𝑌 
Tridimensional 
translación 𝑋, 𝑌, 𝑍 
Bidimensional 
translación 𝑋, 𝑌 
Rotación: 𝑅𝑧  
Tridimensional 
 translación 𝑋, 𝑌, 𝑍 
Rotación: 𝑅𝑥 , 𝑅𝑦, 𝑅𝑧   
Conexión 
entre nodos 
Pivotada o eslabonada  Rígida 
Aplicaciones 
Puede ser usado en elementos 
que se encuentren sometido 
únicamente cargas axiales 
Puede ser usado en elementos 
que se encuentren sometidos a 
cargas axiales, trasversales, 
momentos de flexión. 
 
Para el caso de las torres de transmisión de energía es necesario tener conexiones 
rígidas, por tal razón se utiliza para el desarrollo del trabajo ele elemento finito tipo viga, 
ya que de esta manera se evitan grandes desplazamientos en la estructura. Para 
ejemplificar la diferencia entre el elemento finito tipo truss y tipo viga, se realiza el 
ejemplo mostrado en la Figura 8-3. 
Esta estructura tiene una dimensión de un m de ancho por un metro de alto, cuenta con 8 
elementos y 5 nodos, soportada en los nodos de su extremo izquierdo y con una carga 
de 1000 N en el nodo superior de derecho. Se supone acero estructural coma material 
para la realización del ejemplo.   
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Figura 8-3: Estructura Truss vs Viga.  
 
Al momento de comparar los desplazamientos obtenidos con cada uno de los elementos 
tenemos que los desplazamientos obtenidos con el elemento tipo Truss son 9.6 veces 
mayores que con el tipo Viga, este se puede explicar como consecuencia de no tener 
conexiones rígidas.  
Tabla 8-2: Elemento finito Truss vs. Elemento finito Viga 






















En el ejemplo anterior, cada elemento estructural era discretizado con un elemento finito, 
en la tabla.  
Tabla 8-3: Elemento finito Truss vs. Elemento finito Viga. Para diferentes discretizaciones   
No. Elementos finitos 
por elemento 
estructural 
No. Total de 
elementos finitos 
en la estructura 
Desplazamiento 




elemento finito tipo 
truss 
[mm] 
2 16 0,00000103 0,2350 
5 40 0,00000103 - 
10 80 0,00000103 - 
20 160 0,00000103 - 
 
Como se ve en la tabla 8-3, para el caso del elemento finito tipo viga, sin importar la 
discretizacion que se tenga por elemento estructural, el resultado no cambia, esto se 
debe a que con este elemento finito se tienen conexiones rígidas en los nodos; caso 
contrario ocurre con el elemento finito tipo truss, ya que, al aumentar el número de 
elementos finitos, no se pueden obtener resultados, como consecuencia de la 
inestabilidad numérica del problema, debido a que al usar este tipo de elementos se 
presenten grandes desplazamientos y, la estructura se comporte como un “mecanismo 
flexible”. 
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8.1.2 Matriz de rigidez  
 
El elemento finito tipo viga tridimensional es una barra recta de sección transversal 
uniforme que es capaz de resistir fuerzas axiales, momentos de flexión sobre los dos ejes 
principales en el plano de la sección transversal, y momento de torsión alrededor de su 
eje centroidal, como se ve en la Figura 8-4; para este elemento se tendrá una matriz de 
rigidez de tamaño 12 x 12, y de acuerdo con la teoría de flexión y torsión en vigas  los 
desplazamientos q1 y q7  dependen solo de las fuerzas axiales, y los desplazamientos 
torsionales q4 y q10 dependen solo de los momentos de torsión. Sin embargo, los 
desplazamientos q2, q6, q8 y q12, dependerán no solamente de la fuerza de flexión en el 
plano XY, sino que también dependen de la fuerza de flexión que actúa en el plano XZ. 
Por otro lado, si el plano XY y XZ coinciden con los ejes principales de la sección 
transversal, los desplazamientos de flexión y fuerzas en los dos planos pueden ser 
considerados independientes una de la otra, por tal motivo, los desplazamientos pueden 
ser separados en cuatro grupos, donde cada uno puede ser considerado independiente 
de los otros [30].  Para el desarrollo de la matriz de rigidez global del elemento se 
mostrará el desarrollo de la matriz de rigidez correspondiente a cada uno los cuatro 
diferentes grupos de desplazamientos y luego se mostrará el desarrollo de la matriz 
global por superposición. 
Figura 8-4: Elemento finito tipo viga tridimensional [30]. (a) Elemento con 12 grados de 
libertad; (b) GDL axiales; (c) GDL torsionales (d) GDL a Flexión en plano XY; (e) GDL a 
Flexión en plano XZ 
 
(a)           (b)           (c)  







En el caso de problemas mecánicos y estructuras sólidas, la matriz de rigidez 
característica del elemento está dada por [30]: 
[𝐾(𝑒)] = ∭ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]. 𝑑𝑉
 
𝑉(𝑒)
        Ec.  8-1 
Donde [𝐵] es la matriz relativa de deformaciones y desplazamientos nodales; [𝐷] 
representa la matriz que contiene las propiedades elásticas de material, en esta se 
encuentran parámetros como coeficiente de Poisson (𝜈) y coeficiente de Young (𝐸).  
Para el elemento tipo viga un diferencial de volumen 𝑑𝑉, se puede expresar como un 
diferencial de área de la sección transversal 𝑑𝐴, por un diferencial de longitud 𝑑𝑥, como 
se expresa en la ecuación 8-2  
𝑑𝑉 = 𝑑𝐴𝑑𝑥 =
ℎ𝑒
2
𝑑𝐴𝑑𝜉           Ec.  8-2 
En ese caso la Ec. 8-2 se expresa en coordenadas físicas 𝑥; de igual forma, esta puede 
ser expresada en coordenadas paramétricas 𝜉 (ver Figura 8-5). 
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Figura 8-5: Elemento Finito tipo barra paramétrico [77].  
 
 Desplazamientos axiales (elemento tipo barra) 
 
Para los desplazamientos nodales 𝑞1 y 𝑞7, que corresponde a los mostrados en la Figura 
8-4 (b), y para un modelo de desplazamiento lineal, la matriz de rigidez puede ser 
expresada como [30]: 
[𝑘𝑎
(𝑒)














       Ec.  8-3  
Donde 𝐴, 𝐸 y 𝑙 son el área de la sección transversal, módulo de Young y la longitud del 
elemento respectivamente. 
 Desplazamientos torsionales  
En este caso los grados de libertad asociados a los deslizamientos torsionales son dados 
por q4 y q10, Figura 8-4 (c), asumiendo una variación lineal del desplazamiento torsional 
o ángulo de rotación 𝜃(𝑥), (sobre el eje 𝑥), el desplazamiento puede ser expresado como 
[30]: 
   𝜃(𝑥) = [𝑁]𝑞𝑡⃑⃑  ⃑            Ec.  8-4 
Donde  






)],                                 𝑞𝑡⃑⃑ ⃑⃑  = {
𝑞4
𝑞10
}         Ec.  8-5 
Asumiendo la sección transversal del elemento circular, la deformación inducida al 




            Ec.  8-6 
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Donde 𝑟 es la distancia de la fibra desde el eje centroidal del elemento. por lo tanto, la 
relación deformación-desplazamiento puede ser expresada como [30]: 
𝜀 = [𝐵] 𝑞𝑡⃑⃑ ⃑⃑              Ec.  8-7 
Dónde: 






)]        Ec.  8-8 
De la ley de Hook, tenemos que la relación esfuerzo deformación puede ser expresada 
como: 
?⃗? = 𝜎𝜃(𝑥),                         [𝐷] = [𝐺]           Ec.  8-9 
[𝐺] es el módulo de elasticidad transversal del material. Por lo anterior, la matriz de 
rigidez correspondiente a los desplazamientos torsionales puede ser expresada como: 
[𝑘𝑡
(𝑒)
] = ∭ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]. 𝑑𝑉
 
𝑉(𝑒)
         Ec.  8-10 






















= 𝐽, siendo 𝐽 el momento polar de inercia de la sección trasversal. Por lo 














         Ec.  8-11 
 Desplazamiento a flexión en el plano XY (elemento tipo viga dos grados de 
libertar por nodo) 
 
Los grados de libertad correspondientes al desplazamiento a flexión en el plano XY son 
𝑞2, 𝑞6, 𝑞8 y 𝑞12 (Figura 8-4 (d)), esto se puede asumir como una viga sometida a una 
fuerza cortante y el momento flector, que se interpreta, como un elemento tipo viga 
bidimensional con dos grados de libertad por nodo, como se ve en la Figura 8-6, en este 
caso se asume un modelo de desplazamiento cubico 𝑣(𝑥), dado por la Ec. 8-12 [30]. 
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Figura 8-6: Elemento tipo Viga con dos grados de libertad por nodo [30]. 
 
𝑣(𝑥) = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥
2 + 𝑎4𝑥
3        Ec.  8-12 
Los coeficientes 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 y 𝑎4 son constantes a determinar en función de los 
desplazamientos nodales, y se pueden encontrar usando las siguientes condiciones: 
𝑣(𝑥) = 𝑞2      𝑦   
𝑑𝑣
𝑑𝑥
(𝑥) = 𝑞6  𝑐𝑜𝑛 𝑥 = 0       Ec.  8-13  
 𝑣(𝑥) = 𝑞8      𝑦   
𝑑𝑣
𝑑𝑥
(𝑥) = 𝑞12  𝑐𝑜𝑛 𝑥 = 𝑙       Ec.  8-14 
La Ec. 8-12 puedes ser expresada como: 
𝑣(𝑥) = [𝑁]  𝑞⃑⃑             Ec.  8-15 
Donde   
[𝑁] = [𝑁1  𝑁2  𝑁3   𝑁4]         Ec.  8-16 
Con    
𝑁1(𝑥) = (2𝑥
3 − 3𝑙𝑥2 + 𝑙3)/𝑙3 
𝑁2(𝑥) = (𝑥
3 − 2𝑙𝑥2 + 𝑙3𝑥)/𝑙2 
𝑁3(𝑥) = −(2𝑥
3 − 3𝑙𝑥2)/𝑙3 
𝑁4(𝑥) = (𝑥
3 − 𝑙𝑥2)/𝑙2 
y  
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}                Ec.  8-17 
Para este caso el valor de la matriz [𝐵] relativa de deformaciones y desplazamientos 




{(12𝑥 − 6𝑙)     𝑙(6𝑥 − 4𝑙)    − (12𝑥 − 6𝑙)     𝑙(6𝑥 − 2𝑙)}    Ec.  8-18 
Donde 𝛾 es la distancia desde el eje neutro.  



















𝑞2   𝑞6     𝑞8     𝑞12
[





















 es el momento de inercia de la sección transversal sobre el eje z.  
 Desplazamiento a flexión en el plano XZ 
Los grados de libertad correspondientes al desplazamiento a flexión en el plano XY son 
q3, q5, q9, y q11 (Figura 8-4 (e)), en lugar de los utilizados en la descripción anterior q2, 
q6, q8, y q12 (Figura 8-4 (d)), al realizar a un proceso de desarrollo igual al caso anterior, 







𝑞3   𝑞5     𝑞9     𝑞11
[
















       Ec.  8-20 




 es el momento de inercia de la sección transversal sobre el eje z.  
La matriz de rigidez local se obtiene después de encontrar la matriz de cada uno de los 
cuatro tipos de desplazamientos independientes anteriormente mencionados, al realizar 
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un proceso de superposición o compilación. Este proceso de compilación da como 






















































































































































































8.1.3 Matriz de masa consistente  
Para el desarrollo del trabajo, se utilizó la formulación de matriz de masa consistente; que 
usa el mismo modelo de desplazamiento utilizado para la derivación de la matriz de 
rigidez [30]. En el caso del elemento tipo viga tridimensional con doce grados de libertad, 
seis de translación y seis de rotación (Figura 8-3 (a)), el modelo de desplazamiento 





} = [𝑁(𝑥)]  𝑞⃑⃑  (𝑒)       Ec.  8-21 
Simetría  
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} (𝑒)            Ec.  8-22 
 
La matriz de masa consistente para el elemento viga de 12 grados de libertad puede ser 
derivada como: 
[𝑚(𝑒)] = ∭ 𝜌 [𝑁]𝑇[𝑁]. 𝑑𝑉
 
𝑉(𝑒)

































































































































































































Donde 𝜌 es la densidad, 𝐴 es el área de la sección trasversal, 𝑙 es la longitud, y 𝐽 es el 







9. Anexo B: Validación de los códigos 
desarrollados 
En este anexo se realiza una verificación de los códigos que se desarrollaron para el 
diseño conceptual de torres de trasmisión de energía, comenzando por la validación del 
código de elementos finitos. Específicamente se desarrollaron códigos para la solución 
de estructuras tipo pórticos bidimensionales y tridimensionales, realizando análisis 
estático y dinámico, para encontrar desplazamientos nodales y frecuencias naturales; 
adicionalmente, se presenta una validación del cálculo de las sensibilidades.  
9.1 Validación del código de elementos finitos 
Para validar el código de elementos finitos desarrollado en Matlab® se analizan dos 
estructuras tipo pórtico. Con una discretización pequeña, se simula una estructura 
bidimensional y una estructura tridimensional con el software comercial de elementos 
finitos Ansys® y se comparan los resultados con los obtenidos en Matlab®, manteniendo 
las mismas condiciones de discretización, material y frontera. 
9.1.1 Análisis Bidimensional. 
En este caso se analiza una estructura tipo pórtico como se ve en la Figura 9-1, 
utilizando el elemento finito tipo viga, a la cual se le aplica una carga externa de 1000000 
N en uno sus nodos (9) y se le restringe su movimiento en todas las direcciones en dos 
de sus nodos (1 y 7).  
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Figura 9-1: Discretización estructura tipo pórtico para validación del código de elementos 
finitos bidimensional. Medidas en [mm].  
 
En la Figura 9-2 y Figura 9-3 se grafican los resultados obtenidos para los 
desplazamientos generados por la carga aplicada en Matlab® y Ansys® 
respectivamente. En la Tabla 9-1 se presentan las comparaciones de los 
desplazamientos y en la Tabla 9-2 se hacen la comparación de las frecuencias naturales 
de la estructura. 
Figura 9-2: Resultados obtenidos en Matlab®, Desplazamientos Nodales.  
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Figura 9-3: Resultados obtenidos en Ansys®, Desplazamientos Nodales.  
 
Tabla 9-1: Comparación desplazamientos obtenidos en Ansys® y Matlab®.  
Resultados con Ansys -
Desplazamientos [mm] 
Resultados con código en 
MATLAB -Desplazamientos [mm] 
Diferencia ANSYS vs. 
MATLAB ® 
NODE UX UY NODE UX UY NODE UX UY 
1 0,0000 0,0000 1 0,0000 0,0000 1 0,0000 0,0000 
2 -10,5320 -33,6470 2 -10,5320 -33,6467 2 0,0000 0,0003 
3 -21,0540 -80,5630 3 -21,0541 -80,5625 3 -0,0001 0,0005 
4 -3,8829 -91,0850 4 -3,8829 -91,0846 4 0,0000 0,0004 
5 -3,8835 -33,6480 5 -3,8835 -33,6478 5 0,0000 0,0002 
6 -3,8804 -0,0026 6 -3,8804 -0,0026 6 0,0000 0,0000 
7 0,0000 0,0000 7 0,0000 0,0000 7 0,0000 0,0000 
8 13,2820 -33,6500 8 13,2817 -33,6504 8 0,0003 -0,0004 
9 26,5550 -101,6200 9 26,5553 -101,6171 9 -0,0003 0,0029 
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Tabla 9-2: Comparación de Frecuencias Naturales obtenidas en Ansys® y Matlab®.  
Resultados con Ansys  Resultados con MATLAB Diferencia Numérica 
Modo Frecuencias [HZ] Modo Frecuencias [HZ] Modo 
Diferencia ANSYS 
vs. MATLAB [mm] 
1 3,3962 1 3,3966 1 -0,0004 
2 3,9742 2 3,9753 2 -0,0011 
3 4,2023 3 4,2030 3 -0,0007 
4 6,1300 4 6,1311 4 -0,0011 
5 6,2347 5 6,2361 5 -0,0014 
6 6,7247 6 6,7263 6 -0,0016 
7 8,9106 7 8,9129 7 -0,0023 
8 14,0300 8 14,0332 8 -0,0032 
9 20,0120 9 20,0131 9 -0,0011 
10 23,6280 10 23,6297 10 -0,0017 
11 41,3160 11 41,3194 11 -0,0034 
12 44,7800 12 44,7839 12 -0,0039 
13 50,1430 13 50,1449 13 -0,0019 
14 51,4610 14 51,4643 14 -0,0033 
15 65,6210 15 65,6273 15 -0,0063 
16 73,2510 16 73,2539 16 -0,0029 
17 76,5810 17 76,5845 17 -0,0035 
18 76,8740 18 76,8768 18 -0,0028 
19 96,7940 19 96,7966 19 -0,0026 
20 102,0200 20 102,0358 20 -0,0158 
21 120,0400 21 120,0616 21 -0,0216 
 
Como se puede observar en la Tabla 9-1 y en la Tabla 9-2 la diferencia máxima 
encontrada entre los resultados obtenidos con el software Ansys® y el código 
desarrollado en Matalab®: es de 0.0029 𝑚𝑚 en cuanto a desplazamientos, que 
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corresponde a un 0.029%, y de 0.0216 ℎ𝑧 en cuanto a frecuencias, dando una diferencia 
del 0.018 %; para completar la verificación de los resultados, se realiza la comparación 
de los modos de vibrar de la estructura, como se muestra en la Tabla 9-3.  
Tabla 9-3: Comparación entre los 6 primeros modos de vibrar de la estructura.  
Comparación Modos de Vibrar 
Modo de 
Vibrar  





























Con base en los resultados obtenidos, en cuanto a desplazamientos, frecuencias y 
modos de vibrar se puede dar como conclusión que el código desarrollado en Matlab® es 
fiable para el desarrollo de este trabajo.  
9.1.2  Análisis Tridimensional. 
De igual manera, que, en el caso bidimensional, se desarrolló un código para encontrar 
los desplazamientos y frecuencias naturales de una estructura tridimensional, en la 
Figura 9-4 se muestra una estructura de tres elementos a los cuales se le aplica una 
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carga de 10.000 N en uno de sus nodos (1) en cada una de sus direcciones, y es 
restringida en todas sus direcciones en tres de sus cuatro nodos (2, 3 y 4). 
Figura 9-4: Discretización estructura tipo pórtico para validación del código de elementos 
finitos tridimencial.  
 
En la Figura 9-5 y Figura 9-6 se grafican los resultados obtenidos para los 
desplazamientos generados por la carga aplicada en Matlab® y Ansys® 
respectivamente. En la Tabla 9-4 se presentan las comparaciones de los 
desplazamientos obtenidos con el código desarrollado en Matlab® y el problema 
desarrollado en Ansys® y, en la Tabla 9-5, se hacen la comparación de las frecuencias 
naturales de la estructura. 
Figura 9-5: Resultados obtenidos en Matlab®, Desplazamientos nodales.  
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Figura 9-6: Resultados obtenidos en Ansys®, Desplazamientos Nodales.  
 
Tabla 9-4: Comparación desplazamientos obtenidos en Ansys® y Matlab®.  
Resultados con Ansys - 
Desplazamientos [mm] 
Resultados con código en 
MATLAB  
Desplazamientos [mm] 
Diferencia ANSYS vs. MATLAB 
[mm] 
NODE UX UY UZ NODE UX UY UZ NODE UX UY UZ 
1 3,450 2,427 1,820 1 3,639 2,426 1,819 1 -0,189 0,000 0,000 
2 0,000 0,000 0,000 2 0,000 0,000 0,000 2 0,000 0,000 0,000 
3 0,000 0,000 0,000 3 0,000 0,000 0,000 3 0,000 0,000 0,000 
4 0,000 0,000 0,000 4 0,000 0,000 0,000 4 0,000 0,000 0,000 
 
Tabla 9-5: Comparación de Frecuencias Naturales obtenidas en Ansys® y Matlab®.  
Resultados con Ansys3D -
Frecuencias  
Resultados con Matlab3D -
Frecuencias  
Diferencia Numérica 
Modo FRECUENCIAS [HZ] Modo FRECUENCIAS [HZ] Modo 
Diferencia ANSYS vs. 
MATLAB ® 
1 225,730 1 226,6619 1 -0,9319 
2 260,650 2 304,2111 2 -43,5611 
3 260,650 3 342,9726 3 -82,3226 
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Como se puede observar en la Tabla 9-4 y en la Tabla 9-5 la diferencia máxima 
encontrada entre los resultados obtenidos con el software Ansys® y el código 
desarrollado en Matalab ®: es de 0,1896 𝑚𝑚, correspondiente a un 5.2 %, en cuanto a 
desplazamientos y de 82,3226 ℎ𝑧, dando un 32% de diferencia, en cuanto a frecuencias. 
Adicionalmente en la Tabla 9-6 se presenta una comparación de los modos de vibrar de 
la estructura.   
Tabla 9-6: Comparación entre los 3 primeros modos de vibrar de la estructura.  
Comparación Modos de Vibrar 
Modo de 
Vibrar  
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Con base en los resultados obtenidos, tanto en desplazamientos, frecuencias y modos de 
vibrar, se puede concluir que el código desarrollado en Matlab® es fiable.  
9.2 Validación del cálculo de las sensibilidades. 
La programación lineal secuencial requiere la derivada de la función objetivo respecto a 
las variables de diseño, como se mostró en el anexo A, por esta razón es necesario 
validar el cálculo de las sensibilidades obtenidas por el método adjunto (MA). En esta 
sección se comparan los resultados obtenidos mediante el método de las diferencias 
finitas (MDF), esta validación se puede realizar de tres maneras   [78]:  diferencias finita  







               Ec.  9-1 












              Ec.  9-3 
Donde 𝑢(𝑥) hace referencia a una función unidimensional y  ∆𝑥 representa una variación 
finita y pequeña, no necesariamente infinitesimal, llamado paso [78]. La validación del 
cálculo de sensibilidades se realizó con el esquema de diferencias finitas adelante, ya 
que requiere un menor costo computacional si se compara con la diferencia central, y es 
similar en cuanto a costo computacional comparada con el esquema hacia atrás.  
En este caso el esquema de diferencias finitas hacia adelanta para la función objetivo 
multivariable 𝑢𝑜𝑢𝑡, para el diseño de torres de transmisión de energía, quedaría 
planteado de la siguiente forma: 





       Ec.  9-4 
Donde 𝜌𝑖 son las variables de diseño con 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜𝑠. El 
error relativo entre el MA y el MDF es calculado de la siguiente manera:  



















𝑥100%               Ec.  9-5 
Con el fin de realizar validación de los resultados obtenidos mediante el MA y el MDF se 
realiza la discretizacion de una estructura tridimensional, que cuenta con 162 elementos 
finitos y 72 nodos. Se trabaja con una malla pequeña ya que solo se tienen fines de 
comparación.    
Figura 9-7: Discretización estructura 3D para validación de Diferencias Finitas.  
 
En la Figura 9-7 se tiene una estructura tridimensional que se discretiza con elementos 
finitos tipo Viga, en este caso tiene una estructura de 500 mm de ancho, 300 mm de alto 
y 200 mm de profundo, donde en una de sus caras se restringen todos sus nodos y en el 
otro extremo se aplica una carga de 1000 en la dirección – Z, esta misma estructura será 
utilizada para el cálculo de los diferentes problemas de sensibilidad: (i) Rigidez, (ii) 
Dinámico y (iii) Rigidez-Dinámico.  
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9.2.1 Sensibilidad del problema de rigidez   
La sensibilidad mediante el método adjunto para el problema de rigidez queda dada por 








{𝑢𝑒}              Ec.  9-6 
En la tabla 9-7 se muestran la comparación de los resultados obtenidos con el MA y el 
MDF para un problema de rigidez, donde se utilizó un paso de 0.001, en esta tabla solo 
se presentan los resultados para los primeros 40 nodos.  








1 -121,977 -121,727 0,205 21 -121,116 -120,891 0,186 
2 -95,730 -95,592 0,145 22 -317,138 -316,737 0,127 
3 -127,823 -127,562 0,204 23 -292,807 -292,541 0,091 
4 -64,666 -64,535 0,203 24 -349,332 -348,886 0,128 
5 -199,881 -199,574 0,154 25 -110,594 -110,371 0,203 
6 -211,077 -210,753 0,154 26 -299,112 -298,777 0,112 
7 -71,672 -71,528 0,202 27 -311,925 -311,575 0,112 
8 -238,795 -238,473 0,135 28 -135,474 -135,178 0,219 
9 -241,096 -240,859 0,098 29 -294,741 -294,391 0,119 
10 -263,580 -263,223 0,136 30 -214,500 -214,313 0,087 
11 -96,395 -96,245 0,157 31 -327,842 -327,446 0,121 
12 -277,384 -277,065 0,115 32 -263,681 -263,637 0,017 
13 -288,650 -288,319 0,115 33 -178,911 -178,695 0,121 
14 -106,611 -106,439 0,161 34 -196,096 -195,859 0,121 
15 -309,734 -309,340 0,127 35 -295,408 -295,263 0,049 
16 -289,402 -289,140 0,091 36 -19,893 -19,881 0,060 
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18 -105,238 -105,054 0,175 38 -27,853 -27,834 0,069 
19 -284,686 -284,361 0,114 39 -165,633 -165,315 0,192 
20 -297,399 -297,059 0,115 40 -195,750 -195,362 0,199 
 
Se puede observar en la tabla 10-5 que el error relativo máximo es del 0.219 %, esto nos 
da como conclusión que el MA y MDF convergen, por lo tanto, las sensibilidades del 
problema de rigidez están correctamente calculadas.  
9.2.2 Sensibilidad del problema de Dinámico  
La sensibilidad para el problema dinámico mediante el método adjunto está dada por la 



















)         Ec.  9-7 
En la tabla 9-8 se muestran la comparación de los resultados obtenidos con el MA y el 
MDF para un problema de rigidez, donde se utilizó un paso de 0.001, en esta tabla solo 
se presentan los resultados para los primeros 40 nodos.  









1 -336,490 -336,565 -0,022 21 8,940 8,880 0,673 
2 -294,469 -294,532 -0,021 22 176,755 176,706 0,028 
3 -329,654 -329,729 -0,023 23 143,504 143,470 0,024 
4 -338,888 -338,966 -0,023 24 187,167 187,116 0,027 
5 -257,017 -257,079 -0,024 25 182,166 182,110 0,031 
6 -251,389 -251,452 -0,025 26 258,846 258,803 0,016 
7 -336,752 -336,830 -0,023 27 260,467 260,424 0,017 
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9 -185,219 -185,274 -0,030 29 291,117 291,080 0,013 
10 -199,971 -200,040 -0,035 30 187,178 187,158 0,011 
11 -192,375 -192,442 -0,035 31 304,256 304,216 0,013 
12 -106,864 -106,919 -0,051 32 585,943 585,928 0,003 
13 -102,519 -102,574 -0,054 33 220,083 220,053 0,014 
14 -188,634 -188,701 -0,036 34 217,094 217,065 0,013 
15 -21,470 -21,529 -0,273 35 553,052 553,038 0,002 
16 -22,833 -22,879 -0,197 36 80,325 80,326 0,000 
17 -11,086 -11,146 -0,540 37 106,436 106,423 0,012 
18 8,292 8,232 0,730 38 89,210 89,210 0,000 
19 82,094 82,046 0,058 39 -301,578 -301,639 -0,020 
20 87,145 87,096 0,056 40 -253,479 -253,530 -0,020 
 
Se puede observar en la tabla 9-8 que el error relativo máximo es del 0.73 %, esto nos da 
como conclusión que el MA y MDF convergen, por lo tanto, las sensibilidades del 
problema de rigidez están correctamente calculadas.  
9.2.3 Sensibilidad del problema de Rigidez-Dinámico  
Como se mostró en la sección 9 para el problema multiobjetivo de Rigidez – Dinámico, la 















              Ec.  9-8 









1 -0,011 -0,011 0,290 21 -0,012 -0,012 0,216 
2 -0,008 -0,007 0,238 22 -0,033 -0,033 0,128 
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4 -0,004 -0,004 0,436 24 -0,037 -0,036 0,129 
5 -0,018 -0,018 0,188 25 -0,012 -0,012 0,212 
6 -0,020 -0,020 0,186 26 -0,032 -0,032 0,112 
7 -0,005 -0,005 0,398 27 -0,033 -0,033 0,112 
8 -0,023 -0,023 0,160 28 -0,015 -0,015 0,225 
9 -0,023 -0,023 0,117 29 -0,031 -0,031 0,117 
10 -0,025 -0,025 0,158 30 -0,023 -0,023 0,086 
11 -0,008 -0,008 0,233 31 -0,035 -0,035 0,118 
12 -0,027 -0,027 0,128 32 -0,030 -0,030 0,016 
13 -0,028 -0,028 0,127 33 -0,019 -0,019 0,120 
14 -0,010 -0,010 0,228 34 -0,021 -0,021 0,120 
15 -0,031 -0,031 0,137 35 -0,033 -0,033 0,044 
16 -0,029 -0,029 0,098 36 -0,003 -0,003 0,046 
17 -0,034 -0,034 0,136 37 -0,009 -0,009 0,135 
18 -0,011 -0,011 0,211 38 -0,003 -0,003 0,058 
19 -0,029 -0,029 0,120 39 -0,029 -0,029 0,320 
20 -0,031 -0,031 0,119 40 -0,018 -0,018 0,236 
 
Se puede observar en la tabla 9-9 que el error relativo máximo es del 0.436 %, esto nos 
da como conclusión que el MA y MDF convergen, por lo tanto, las sensibilidades del 




10. Anexo C: Cálculo de cargas presentes en 
una torre de transmisión de energía 
Para realizar el cálculo de las cargas presentes en una torre de transmisión de energía, 
se utilizó como base de cálculo la norma ACSE-74 “Guideines for electrical transmission 
line structural loading” [3]; y como se mencionó en el capítulo 2 de este trabajo, las torres 
de transmisión de energía para líneas de transmisión de 230 KV representan un 
componente importante en el desarrollo del sistema eléctrico del país, evidenciado por la 
cantidad de km instalados y por proyectos futuros. Por tal motivo se decidió aplicar el 
MOT al diseño de una torre de transmission de circuito doble para tensiones entre 110-
315 Kv y alturas entre 25 -60 metros. 
10.1 Datos de diseño de la torre 
Para este se seleccionó la torre de transmisión de energía mostrada en la Figura 10-1, y 
con las condiciones de línea mostradas en la Figura 10-2, citadas a continuación:      
 Distancia entre torres: 381 𝑚. 
 Distancia entre puntos más bajos: 548.64 𝑚. 
 Distancia ponderada: 457.20 𝑚. 
 Ángulo de la línea: 5 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠  
 Longitud del ensamble del aislador: 1.83 𝑚. 
 Peso del aislador del conductor: 907.2 𝑁. 
 Peso del aislador de cable de tierra: 226.8 𝑁 
 Categoría de exposición: C. 
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Figura 10-1: Datos geométricos de la torre de transmisión de energía. 
 
Figura 10-2: Ubicación torre de transmisión  
 
Como se puede observar en la Figura 10-1, la torre de transmisión de energía cuanta, 
con cuatro niveles para el soporte de cables, el primero se encuentra a una altura de 
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30.5 𝑚, donde están suspendidos conductores principales, 2 en este caso; luego, cada 
6.9 𝑚, se ubican dos niveles adicionales de cables conductores, y un último nivel a 
48.3 𝑚, que corresponde a la ubicación de los hilos de guarda, 2 cables.  
Los datos del cable conductor y del cable de tierra son: 
 Cable conductor  
Referencia: 954 Kcmil 45/7 ACSR RAIL 
Diámetro: 0.027305 𝑚 
Peso lineal cable: 1599.77 𝑁/𝑚   
Tensión inicial para cálculo a viento extremos: 13073,32 𝑁  
Tensión inicial para cálculo vientos a 30°: 11036.03 𝑁 
 
 Cable tierra o hilo de guarda  
Referencia: 7#8 Acero revestido de aluminio 
Diámetro: 0.0097 𝑚  
Peso lineal cable: 389.89 𝑁/𝑚   
Tensión inicial para cálculos a viento extremos:38245.80 𝑁  
Tensión inicial para cálculos a viento a 30°: 33041.39 𝑁 
 
En el desarrollo de esta investigación se calculan las condiciones de viento extremo a 0° 
y 30°, además de vientos de alta intensidad a 0°, 45° y 90°; que afectan el cable de tierra, 
cable conductor y la estructura 
10.2 Presión del viento sobre la estructura.  
La presión del viento que actúa sobre la superficie de los componentes de la línea de 
transmisión de energía puede encontrarse usado la siguiente expresión [3]: 
𝑊𝑃 =  𝛶𝑤𝑄𝐾𝑧𝐾𝑧𝑡(𝑉50)
2𝐺𝑤𝐶𝑓        Ec.  10-1 
Con las condiciones geométricas de la torre que se va a utilizar, que ya son 
prestablecidas, y, su ubicación dentro de la línea de transmisión de energía, se calculan 
los factores necesarios para encontrar la presión del viento. 
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 Factor de carga Υ𝑤:  
El factor de carga Υ𝑤, es un factor dependiente de las condiciones de diseño a las cuales 
está sometida la línea de transmission de energía. En la tabla 10-1 se presentan los 
valores de Υ𝑤, para diferentes periodos de retorno. 
Tabla 10-1: Factor de carga 𝚼𝒘 [3]. 
Factor de 
fiabilidad  
Parido de retorno 
de la carga 
Probabilidad que la carga 
se exceda en 50 años 
Factor de carga 
Υ𝑤 
0,5 25 0,87 0,85 
1 50 0,64 1,00 
2 100 0,39 1,15 
4 200 0,22 1,30 
8 400 0,12 1,45 
 
En este caso se dio como condición de diseño se tiene un periodo de retorno de 50 años, 
por lo cual se tiene que Υ𝑤 = 1.0. 
 Constante numérica 𝑄 
La constante numérica, 𝑄, convierte la energía cinética del movimiento del aire, en la 
presión de la energía potencial, el valor recomendado para esta constante es 𝑄 = 0.613 
(cuando se trabaja con unidades métricas).  
 Coeficiente de exposición a la presión de velocidad 𝐾𝑧. 
El coeficiente de exposición a la presión de velocidad 𝐾𝑧, es un factor que depende de 
las condiciones geometrías de la torre de transmisión de energía, como la altura efectiva 
de cables 𝑍ℎ. La expresión para el cálculo de la 𝐾𝑧, esta dada por: 






            Ec.  10-2 
Donde, 𝑍𝑔 corresponde al gradiente de altura, el cual define el espesor de la capa limite 
atmosférica, por encima de esta elevación la velocidad del viento se supone que es 
constante; y 𝛼 hace referencia a un exponente de potencia, que representa el perfil del 
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viento con respecto a la altura [3]. Los valores de 𝑍𝑔 y 𝛼 se seleccionan de la Tabla 10-2, 
conociendo la categoría de exposición a la cual va estar sometida la torre.  
Tabla 10-2: Exponente de energía [3].  
Categoría de Exposición 𝛼 𝑍𝑔 [𝑚] 
B 7 365.76 
C 9,5 274.32 
D 11,5 213.36 
 
De la Tabla 10-2 y con una categoría de exposición C, se tiene que 𝑍𝑔 = 274.32  y 𝛼 =
9,5 
Para el cálculo de la altura efectiva de cables, tenemos la Ec:10-3: 
      𝑍ℎ =
∑ (𝐴𝑙𝑡 𝑁𝑜 𝑖)∗(𝑁𝑜.𝐶 𝑎𝑙𝑡 𝑖) 𝑛𝑖=1
𝑁𝑜.  𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑡𝑜𝑟𝑟𝑒 
        Ec.  10-3 
 
En este caso, 𝐴𝑙𝑡 𝑁𝑜 𝑖, representa a la altura de los cables conductores en un nivel 
determinado; 𝑁𝑜. 𝐶𝑎𝑏 𝑎𝑙𝑡 𝑖, es igual al número de cables en un nivel determinado, con 𝑖 =
1,…𝑛; donde n es el número de niveles de la estructura donde se encuentren ubicados 
cables  
𝑍ℎ = 40.125 𝑚           Ec. 10-4 
Conociendo los valores de 𝑍ℎ, 𝑍𝑔  y 𝛼, calculamos el valor de 𝑘𝑧 con la Ec 10-2 
𝑘𝑧 = 1.34 
 Factor topográfico 𝐾𝑧𝑡 
El factor topográfico 𝐾𝑧𝑡 permite tener en cuenta la velocidad del viento sobre laderas y 
colinas que constituyen cambios bruscos en la topografía [3]. Este factor se pueda 
calcular según la Ec 10-5.  
       𝐾𝑧𝑡 = (1 + 𝐾1𝐾2𝐾3)
2         Ec.  10-5 
La definición de los multiplicadores 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3 estos factores se basan en la suposición 
que el viento se aproxima a las laderas a lo largo de la dirección de máxima pendiente, 
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causando la mayor velocidad cerca al pico de la ladera. Y se calculan con base en los 
datos presentados en la Figura 10-3.  
Figura 10-3: Factor topográfico  𝑲𝒛𝒕. Adaptado de [3]  
 
Notas referentes al factor 𝐾𝑧𝑡: 
1. Para los varales de 𝐻/𝐿ℎ, 𝑥/𝐿ℎ y 𝑧/𝐿ℎ  distintos a los indicados, se permite la 
interpolación lineal. 
2. Para 𝐻/𝐿ℎ > 0.5, suponer 𝐻/𝐿ℎ = 0.5, para la evaluación de 𝐾1, y sustituir 𝐿ℎ por 2𝐻 
para la evaluación de 𝐾2 y 𝐾3. 
3. Simbología de la Figura 10-3. 
𝐻: altura de la colina o escarpa referida al terreno ubicado a barlovento, en 
176 Cálculo de cargas sobre la torre de transmisión de energía  
     
 
𝐿ℎ: distancia hacia barlovento, desde la cresta hacia el punto en que la diferencia de 
elevación del terreno es la mitad de la altura de la colina o escarpa, en m. 
𝐾1: factor que tiene en cuenta las características topográficas y el efecto de máximo 
aumento de velocidad. 
𝐾2: factor que tiene en cuenta la reducción en el aumento de la velocidad, con la 
distancia desde la cresta, a barlovento o sotavento. 
 𝐾2: factor que tiene en cuenta la reducción en el aumento de la velocidad con la altura 
sobre el terreno local. 
𝑥: distancia (a barlovento o sotavento) desde la cresta hasta el lugar del edificio, en 𝑚. 
𝑧: altura sobre el nivel del terreno local, en 𝑚. 
𝜇: factor de atenuación horizontal. 
𝛾: factor de atenuación de altura. 
 
Después de verificar las condiciones de diseño para encontrar el factor topográfico 
tenemos que: 
𝐾𝑧𝑡: 1.0 
 Factor de respuesta de Gust  𝐺𝑤 
Este factor explica los efectos dinámicos y la falta de correlación entre las ráfagas de 
viento y la respuesta de los componentes de la línea de transmisión, y se expresa como 




            Ec.  10-6 
Donde 𝐸 es el factor de exposición de la altura efectiva, 𝐵𝑤 es un término adimensional 
correspondiente al viento cuasi-estático y 𝑘𝑣 es un valor constante igual a 1.43. 
Para calcular el factor de exposición en la altura efectiva 𝐸, se tiene la Ec. 10-7. 






          Ec.  10-7 
Donde s los factores 𝐾, 𝐿𝑠 y ∝ 𝐹𝑚, son factores que se encuentran en la Tabla 10-3, para 
las diferentes categorías de exposición de las torres de transmisión de energía. 
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Tabla 10-3: Constantes de exposición [3]. 
Categoría de 
Exposición  
Exponente de energía 








B 4,50 0,010 51.816 
C 7,00 0,005 67.056 
D 10,00 0,003 76.200 
 
Con los factores ∝ 𝐹𝑚, 𝐾, y conociendo 𝑍ℎ, encontramos un valor de 𝐸 igual a: 
𝐸 = 0.336 






               Ec.  10-8 
𝐵𝑤 = 0.749 
Por lo tanto, el factor de respuesta de Gust 𝐺𝑤, calculado con la Ec-10-6, es igual a: 
𝐺𝑤 = 0.874 
 Coeficiente de fuerza 𝐶𝑓  
El coeficiente de fuerza, también conocido como coeficiente de arrastre, contiene las 
características de los miembros estructurales (forma, tamaño, orientación con respecto al 
viento, solidez, protecciones y rugosidades superficiales) sobre la fuerza resultante. 𝐶𝑓 
es la relación de fuerza por unidad de área en la dirección del viento que será aplicada 
por la presión del viento. Pruebas realizadas en túneles de viendo entregan valores en un 
rango de 0.7 a 1.34. A menos que se tengan valores basados en mediciones (tales como 
túnel de viento), el valor de coeficiente de fuerza se toma como [3]: 
𝐶𝑓; 1.0 
Después de tener los diferentes factores se calcula la presión del viento que actúa sobre 
la estructura, dando como resultado: 
178 Cálculo de cargas sobre la torre de transmisión de energía  
     
 
𝑊𝑃 =  𝛶𝑤𝑄𝐾𝑧𝐾𝑧𝑡(𝑉50)
2𝐺𝑤𝐶𝑓 




= 115094.29 𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒𝑠 
10.3 Cálculo de Viento extremo  
Las cargas sobre las líneas de transmisión de energía son fuerzas que son aplicadas por 
los cables y la estructura.  Por eso se debe calcular las cargas presentes en los cables 
de tierra o hilos de guarda, cargas sobre hilos conductores, viento sobre la estructura y 
las cargas longitudinales de la línea.  
10.3.1 Cargas por el cable de tierra o hilo de guarda. 
La tensión del cable también debe estar contenido dentro del cálculo de cargas para 
asegurar la viabilidad y supervivencia de los propios cables, y los otros componentes de 
los sistemas de la línea.  
La componente vertical producida por el cable, se calcula con la ecuación Ec 10-9. 
𝑉 = 𝑃𝑙𝑐 ∗ 𝐷𝑝𝑏 +  𝑃𝑎𝑐𝑡          Ec.  10-9 
 
Donde, 𝑃𝐿𝐶 es el peso lineal de cable, 𝐷𝑝𝑏 es la distancia en entro los puntos más bajos 
de la línea antes y después de la torre de transmisión, y 𝑃𝑎𝑐𝑡 es el peso del aislador. 
𝑉 = 389.89 
𝑁
𝑚
∗ 548.64 𝑁 + 226.8 𝑁 = 214136.04 𝑁   Ec.  10-10 
 
la componente Transversal producida por el cable, se calcula con la ecuación Ec.10-11. 
𝑇 = 𝑊𝑃 (
∅𝐶𝑎𝑏𝑙𝑒
12
) (𝐷𝑝) + 0.0872 ∗ (𝑇𝑖)      Ec.  10-11 
 
Donde, 𝑊𝑃 es la presión del viento, ∅𝐶𝑎𝑏𝑙𝑒 es el diámetro del cable de tierra, 𝐷𝑃 es la 
distancia ponderada, adicionalmente en la Ec-11 se debe incluir la tensión inicial a la cual 
está sometida el cable 𝑇𝑖. 









∗ 457.20 𝑚 + 0.0872 ∗ 38245.80  𝑁 = 8913.4 𝑁    Ec.  10-12 
10.3.2 Cargas por el cable conductor  
Para el cálculo de los componentes vertical y transversal de carga producidas por el 
conductor se utilizan las mismas ecuaciones utilizadas en el caso del cable de tierra o 
hilo de guarda.  












∗ 457.20 𝑚 + 0.0872 ∗ 13073,32   𝑁 = 16842.89 𝑁   Ec.  10-14 
10.3.3 Viento sobre la estructura 
El cálculo del viento sobre la estructura se realiza sobre la altura efectiva (𝑍ℎ), ya que 
esta teóricamente esta es la altura sobre el suelo para el centro de presión del viento, y 
es igual a dos tercios de la altura total de la estructura [3].  




∗ 48.3 𝑚 = 32.2 𝑚        Ec.  10-15 
Con este valor de 𝑍ℎ se debe calcular nuevamente el Coeficiente de exposición a la 
presión de velocidad 𝐾𝑧. Este puede ser leído de la Tabla-4. Usando el coeficiente de 
exposición de la torre y 𝐾𝑧. 
Tabla 10-4: Coeficiente de exposición a la presión de velocidad 𝐾𝑧 [3]. 
Altura Efectiva Zℎ 
Coeficiente de  
exposición B 
Coeficiente de  
exposición B 
Coeficiente de  
exposición B 
10 0,72 1,00 1,18 
12 0,76 1,04 1,22 
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15 0,81 1,09 1,27 
18 0,85 1,13 1,31 
21 0,89 1,17 1,34 
24 0,93 1,21 1,38 
27 0,96 1,24 1,40 
30 0,99 1,26 1,43 
37 1,04 1,31 1,48 
43 1,09 1,36 1,52 
49 1,13 1,39 1,55 
55 1,17 1,43 1,58 
61 1,20 1,46 1,61 
Nota: La interpolación lineal es permitida para para valores de 𝑍ℎ 
De la Tabla 10-4 podemos obtener que 𝐾𝑧 = 1.280 
Después de actualizar el valor de 𝐾𝑧, con base en la altura efectiva 𝑍ℎ, se debe 
actualizar los valores de 𝐸, 𝐵𝑤 y 𝐺𝑤, y así nuevamente obtener el valor de la presión del 
viento.  
𝐸 = 0.3476 
𝐵𝑤 = 0.7880 
𝐺𝑤 = 0.896 
Con los valores actualizados se calcula la presión del viento que actúa sobre la 
estructura, teniendo como resultado: 




10.3.4 Relación de Solidez 
Uno factor importante en los coeficientes de fuerza sobre estructuras tipo pórtico es el 
factor de solidez, este depende de la resistencia de miembros individuales a un flujo de 
aire, la fórmula para calcular la relación de solidez 𝜙 es:  






            Ec.  10-16 
Donde 
𝐴𝑚 = Área de todos los elementos sobre el cual se proyecta el viento. 
𝐴𝑜 = Área de todo el contorno sobre el cual se proyecta el viento. 
En este caso se calcula la relación de solidez dividiendo la estructura en tres zonas, la 
primer zona va desde la parte superior de la torre hasta el inicio de la cabeza de la torre, 
la segunda desde el inicio de la cabeza de la torre hasta el inicio del cuerpo de la torre, y 
el tercera desde el punto el final del cuerpo de la estructura hasta el nivel de piso, como 
se ve en la Figura 10-4, de esta manera se encuentra un factor de solidez para cada 
sección y una condición de carga que va afectar la estructura en cada uno de sus zonas. 
Figura 10-4: División en paneles torre transmisión de energía.   
 
 
Calculando los radios de solidez se tiene que: 
𝜙1 = 0.69 ;  𝜙2 = 0.617;  𝜙3 = 0.15;   𝜙4 = 0.26;  𝜙5 = 0.24;      𝜙6 = 0.16      
Esta relación de solidez servirá para encontrar el coeficiente de fuerza que afectará cada 
zona en la Tabla 10-5.  
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Tabla 10-5: Coeficiente de fuerza 𝑪𝒇 [3].  
Radio de solidez Estructura sección cuadrada Estructura sección triangular  
<0,025 4,0 3,6 
0,025-0,44 4,1-  5,2 𝜙 3,7 - 4,5 ø 
0,45-0,69 1,8 1,7 
0,7-1,00 1,3 + 0,7 𝜙 1,0 + ø 
 
Por lo cual se tiene que: 
𝐶𝑓1 = 1.8 ;     𝐶𝑓2 = 3.22 ;    𝐶𝑓3 = 3.32;    𝐶𝑓4 = 2.75;     𝐶𝑓5 = 2.85 ;     𝐶𝑓6 = 3.27 ; 
10.3.5 Cargas transversales   
Estas cargas corresponden a las cargas producidas por el viento sobre la estructura, en 
dirección perpendicular a la luna de transmission. Para el cálculo de estas se utiliza la 
ecuación Ec 10-17. 
𝑊𝑖 =   𝑊𝑃 ∗ 𝐶𝑓𝑖 ∗ 𝐴𝑖                 Ec.  10-17 
Donde 𝑊𝑃 representa la carga producida por el viento; 𝐶𝑓𝑖 representa el coeficiente de 
fuerza para cada una de las zonas en las cuales se divide la estructura, y 𝐴𝑖  es el área de 
todos los elementos sobre los cuales se proyecta el viento, con 𝑖 = 1, . . ,6 que representa 
cada una de las zonas seleccionadas:  
𝑊1 = 83885.34 𝑁 
𝑊2 = 141486.613 𝑁 
𝑊3 = 282428.78 𝑁 
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10.4 Cálculo de Viento extremo a 30° 
En muchas ocasiones se encuentran vientos que no describen un ángulo de incidencia 
perpendicular a la torre de transmission de energía. Lo cual hace que adicionalmente a 
las cargas transversales sobre la estructura, se generen una seria de cargas 
longitudinales. Este ángulo se conoce con el término de ángulo “yaw” Ψ. En la Figura 10-
5 se muestra su posicionamiento sobre la línea de transmisión de energía. 
Figura 10-5: ángulo “yaw”. Adaptada de [3]. 
 
Como se ve en la Figura 10-5 como el ángulo Ψ es el ángulo entre la fuerza del viento 
medido con respecto al plano horizontal. En este trabajo se trabajará con un ángulo Ψ =
30° y en este caso la presión del viento se calcula con la Ec 10-18. 
𝑊𝑃30 =   𝑊𝑃 ∗ 𝐶𝑜𝑠𝜑            Ec.  10-18 
𝑊𝑃30 =   14794.59
𝑁
𝑚2




Con este valor de 𝑊𝑃30 = 12723.34  
𝑁
𝑚2
 , se deben volver a calcular los valores de 
cargas por cable de tierra y cables conductores. 
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10.4.1 Cargas por el cable de tierra  
En este caso las cargas por el cable de tierra, su componente vertical permanece igual 
que en el caso del viento extremo, ya que esta no depende de la presión del viento 𝑊𝑃, 
como se muestra en la Ec. 10-9; en el caso de la componente transversal se calcula con 







∗ 457.20 𝑚 + 0.0872 ∗ 33041.39 𝑁 = 7583.37 𝑁      
10.4.2 Cargas por el cable conductor  
En este caso las cargas por el cable conductor, su componente vertical permanece igual 
que en el caso del viento extremo, ya que esta no depende de la presión del viento 𝑊𝑃, 
como se muestra en la Ec. 10-9; en el caso de la componente transversal se calcula con 







∗ 457.20 𝑚 + 0.0872 ∗ 11036.03  𝑁 = 14198.68 𝑁  
10.4.3 Viento sobre la estructura 
Cuando se tiene una carga del viento que no es perpendicular a la sección transversal de 
la estructura (cuando se calcula para un ángulo Ψ), es necesario determinar las cargas 
longitudinales y transversales sobre la estructura generadas por este ángulo Ψ, y para 
esto se utilizan la Ec. 10-19 y Ec. 10-20 respectivamente [3]. 
𝑊𝑃𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =  𝛶𝑤𝑄𝐾𝑧𝐾𝑧𝑡(𝑉50)
2𝑐𝑜𝑠Ψ𝐶𝑓𝑡𝐴𝑡            Ec.  10-19 
𝑊𝑃𝑙𝑜𝑛𝑔 =  𝛶𝑤𝑄𝐾𝑧𝐾𝑧𝑡(𝑉50)
2𝑐𝑜𝑠Ψ𝐶𝑓𝑙𝐴𝑙            Ec.  10-20 
Los valores 𝛶𝑤, 𝑄, 𝐾𝑧, 𝐾𝑧𝑡 y 𝑉50 son valores conocidos; 𝐶𝑓𝑡 y 𝐴𝑡  son el coeficiente de 
fuerza y el área de todos los miembros de la cara de la estructura que es paralela a la 
línea de transmisión respectivamente, y 𝐶𝑓𝑙  y 𝐴𝑙 son el coeficiente de fuerza y el área de 
todos los miembros de la cara de la estructura que es perpendicular a la línea de 
transmisión respectivamente.  
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𝑊𝑃𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 = 𝑊𝑃 ∗ 𝑐𝑜𝑠Ψ = 14794.59
𝑁
𝑚2




𝑊𝑃𝑙𝑜𝑛𝑔 = 𝑊𝑃 ∗ 𝑐𝑜𝑠Ψ = 14794.59
𝑁
𝑚2




10.4.4 Cargas transversales  
Para el cálculo de las cargas transversales sobre la estructura se utiliza la Ec 10-17, y el 
valor obtenido de  𝑊𝑃𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 ; adicionalmente, se usan los factores de carga encontrados 
en el numeral 10.3.4, los cuales son 𝐶𝑓1, 𝐶𝑓2 y 𝐶𝑓3; además, las áreas mostradas en la 
Figura 10-4, que son 𝐴1, 𝐴2 y 𝐴3. Remplazando estos valores en la Ec. 10-17, tenemos 
que las cargas transversales para viento extremo a 30° son iguales a: 
𝑊1 = 72646.81𝑁  
𝑊2 = 122530.96 𝑁 
𝑊3 = 244590.43 𝑁 
10.4.5 Cargas longitudinales  
Para el cálculo de las cargas longitudinales sobre la estructura se utiliza la Ec 10-17, y el 
valor obtenido de  𝑊𝑃𝑙𝑜𝑛𝑔 ; adicionalmente, se usan los factores de carga encontrados en 
el numeral 10.3.4, los cuales son 𝐶𝑓4, 𝐶𝑓5 y 𝐶𝑓6; además, de las áreas mostradas en la 
Figura 10-4, que son 𝐴4, 𝐴5 y 𝐴6. Remplazando estos valores en la Ec. 10-17, tenemos 
que las cargas transversales para viento extremo a 30° son iguales a: 
𝑊4 = 81166.76 𝑁 
𝑊5 = 72312.20 𝑁 
𝑊6 = 150456.44 𝑁 
186 Cálculo de cargas sobre la torre de transmisión de energía  
     
 
10.5  Vientos de alta intensidad  
Según la norma ACSE 74 el 86% de los tornados que producen vientos de alta 
intensidad están catalogados como F2 o menores [3], esta catalogación corresponde a  
una velocidad máxima de 252 𝐾𝑚/ℎ𝑜𝑟𝑎. En la Tabla 10-6 se presenta la frecuencia de 
tornados y clasificación  en la escala F, adicionalmente para este caso de carga se 
asumen como cero las cargas producidas por los cables y se evalúan a condiciones de 
0°, 45° y 90° [3]. 
Tabla 10-6: Frecuencias de tornados y clasificación de la escala F [3]. 
Escala F 
(Rango de velocidad 
de Gust en Km/h) 
 





FO (64-115) 5718 22,9 22,9 
F1 (116- 180) 8645 34,7 57,6 
F2 (180-252) 7102 28,5 86,1 
F3 (253-331) 2665 10,7 96,8 
F4 (332-418) 673 2,7 99,5 
F5 (419-511) 127 0,5 100 
 
Nuevamente se calcula el valor de 𝑊𝑃 con la Ec. 10-21; con una Velocidad, 𝑉 =
252 𝐾𝑚/ℎ𝑜𝑟𝑎, y asumiendo 𝐾𝑧 = 𝐾𝑧𝑡 = 𝐺𝑡 = 1.0, ya que este caso se busca mirar al 
respuesta de la estructura en una condición extrema [3].   
𝑊𝑃𝐻𝐼 = 𝑄𝐾𝑧𝐾𝑧𝑡(𝑉)
2𝐺𝑡         Ec.  10-21 
Remplazando los valores en la Ec. 10-21, tenemos que 𝑊𝑃 es igual a: 
𝑊𝑃𝐻𝐼 = 0.613 ∗ 1.0 ∗ 1.0 ∗ (252)




Y para los casos donde se tiene un ángulo Ψ = 0°, Ψ = 45° y Ψ = 90° la presión del 
viento sobre la estructura sería igual a:  
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𝑊𝑃𝐻𝐼−0° = 38927 
𝑁
𝑚2




𝑊𝑃𝐻𝐼−45° = 38927 
𝑁
𝑚2




𝑊𝑃𝐻𝐼−45° = 38927 
𝑁
𝑚2





En el caso de 𝑊𝑃𝐻𝐼−45° el valor es igual para la cargas longitudinales y transversales, ya 
que numéricamente el valor de cos (Ψ) (para el cálculo de cargas transversales) y 𝑠𝑒𝑛(Ψ) 
(para el cálculo de cargas longitudinales) es igual. 
10.5.1 Viento de alta intensidad a 0° - cargas transversales 
Como se dijo anteriormente en el caso no se consideran las cargas producidas por los 
cables, y con un ángulo Ψ = 0°, solo se tendrán cargas transversales sobre la estructura. 
Para el cálculo de estas cargas sobre la estructura se utiliza la Ec 10-17, y el valor 
obtenido de  𝑊𝑃𝐻𝐼−0° ; adicionalmente, se usan los factores de carga encontrados en el 
numeral 10.3.4, los cuales son 𝐶𝑓1, 𝐶𝑓2 y 𝐶𝑓3; además, las áreas mostradas en la Figura 
10-4, que son 𝐴1, 𝐴2 y 𝐴3  
𝑊1 = 220716.09 𝑁  
𝑊2 = 372274.47 𝑁 
𝑊3 = 743116.43 𝑁 
10.5.2 Viento de alta intensidad a 90° - cargas longitudinales 
Con un ángulo Ψ = 90°, solo se tendrán cargas longitudinales sobre la estructura. Para el 
cálculo de estas cargas se utiliza la Ec 10-17, y el valor obtenido de  𝑊𝑃𝐻𝐼−90°; 
adicionalmente, se usan los factores de carga encontrados en el numeral 10.3.4, los 
cuales son 𝐶𝑓4, 𝐶𝑓5 y 𝐶𝑓6; además, las áreas mostradas en la Figura 10-4, que son 𝐴4, 𝐴5 
y 𝐴6  
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𝑊4 = 427126.51 𝑁 
𝑊5 = 380530.89 𝑁 
𝑊6 = 791751.82 𝑁 
10.5.3 Viento de alta intensidad a 45°  
En este caso cuando Ψ = 45°, se tendrán cargas transversales y longitudinales sobre la 
estructura. Para el cálculo de estas cargas se utiliza la Ec 10-17, y el valor obtenido de  
𝑊𝑃𝐻𝐼−45°; adicionalmente, se usan los factores de carga encontrados en el numeral 
10.3.4, los cuales son 𝐶𝑓1, 𝐶𝑓2, 𝐶𝑓3, 𝐶𝑓4, 𝐶𝑓5 y 𝐶𝑓6; además, las áreas mostradas en la 
Figura 10-4, que son 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3,  𝐴4, 𝐴5 y 𝐴6, dando como resultado: 
𝑊1 = 156069.81 𝑁 
𝑊2 = 263237.75 𝑁 
𝑊3 = 525462.56 𝑁 
𝑊4 = 302023.99 𝑁 
𝑊5 = 269075.92 𝑁 





Tabla 10-7: Resumen de carga sobre torre de transmisión de energía.  
Caso de carga 
  




Carga transversal sobre la 
Estructura [N] 
Carga longitudinal sobre la 
Estructura [N] 
𝑉 𝑇 𝑉 𝑇 𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5 𝑊6 
Viento 
extremo- 0° 
214136,04 8913.40 878605.01 16842.89 83885.34 141486.61 282428.78 
   
Viento 
extremo- 30° 
214136,04 7583.37 878605.01 14198.68 72646.81 122530.96 244590.43 81166.76 72312.20 150456.44 
Viento alto  
intensidad - 
0° 
    
220716,09 372274,47 743116,43 




       




    
156069,81 263237,75 525462,56 302023,99 269075,92 559852,97 
 
